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Notice
Re´fe´rences
On trouvera une bibliographie a` la fin du manuscrit. Une excellente re´fe´rence
de relativite´ restreinte est [1]. En ce qui concerne la relativite´ ge´ne´rale et
la cosmologie, les ouvrages classiques mais quelque peu de´passe´s sont le
Weinberg [2] (introduction comple`te, attention choix de signature pour la
me´trique : + − −−), et le  MTW  [3], re´fe´rence extreˆmement comple`te,
excepte´e sur les proble´matiques modernes (entropie des trous noirs, thermo-
dynamique des trous noirs, bornes entropiques, principe holographique, etc.).
L’ouvrage de Wald [4] est nettement plus technique et peu pe´dagogique,
et de´conseille´ en premie`re lecture. Il comple`te cependant l’approche stan-
dard que nous suivons ici et qui suit pour beaucoup l’excellent ouvrage pour
de´butants, le Hobson [5] (attention, choix de signature pour la me´trique :
+−−−). Dans le meˆme e´tat d’esprit que le Hobson, mais plus de´taille´ tech-
niquement, signalons le cours de Sean Carroll [6] qui est tre`s pe´dagogique.
Une traduction en franc¸ais est disponible, voir [6]. D’autres notes de cours
en franc¸ais sont disponibles, par exemple [7]. Pour la cosmologie, on pourra
notamment consulter [8], qui est surtout phe´nome´nologique, et [9], nettement
plus formel. Dans ce cours nous suivons une approche interme´diaire, suivant
la` encore d’assez pre`s le Hobson.
Notations, conventions, acronymes
Nous suivrons ici les conventions de signe du MTW, en particulier une signa-
ture (−+++) pour la me´trique, et pour la de´finition du tenseur de Riemann,
Eq. (7.57). Les indices latins vont de 1 a` 3, les indices grecs de 0 a` 3. L’indice
0 de´note en ge´ne´ral la coordonne´e temporelle. Les vecteurs (tridimensionnels
ou quadridimensionnels) sont en ge´ne´ral note´s en caracte`re gras.
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Nous utiliserons parfois quelques acronymes ou abre´viations : RR (relativite´
restreinte), RG (relativite´ ge´ne´rale), SC (syste`me de coordonne´es), CMB
(Cosmic Microwave Background, ou fonds diffus cosmologique), CDM (Cold
Dark Matter, ou matie`re noire froide), mode`les ΛCDM (mode`les d’Univers
homoge`nes et isotropes avec constante cosmologique Λ non-nulle, et matie`re
noire froide, dit aussi mode`le concordant ou mode`le standard de la cosmolo-
gie).
Premie`re partie
Pre´ambule
Chapitre 1
La relativite´ ge´ne´rale dans son
contexte
La the´orie de la relativite´ ge´ne´rale, dite aussi gravitation relativiste d’Einstein
est une the´orie ge´ne´ralisant la gravitation universelle de Newton. Elle est
essentiellement ne´e de conside´rations the´oriques que nous de´taillerons dans
les chapitres ulte´rieurs.
Il ne semble pas inutile de commencer ce cours par une mise en perspective
de cette the´orie par rapport a` l’ensemble des the´ories physiques modernes
(Section 1.1). D’un point de vue plus phe´nome´nologique, la gravitation joue
par ailleurs un roˆle majeur dans l’histoire de l’Univers et de sa structuration
aux grandes e´chelles (Section 1.2). Nous commencerons donc ce cours par
une vue d’ensemble des connaissances actuelles sur l’Univers et son histoire
(Section 1.3).
Cela nous permettra d’enchaˆıner sur quelques rappels sur la gravitation New-
tonienne qui peut de fait s’appliquer (dans des proportions limite´es, cepen-
dant) afin d’e´tudier l’histoire de l’Univers.
Ce chapitre survole donc rapidement les the´ories physiques modernes ainsi
que nos connaissances actuelles sur l’Univers, mais ne de´taille pas leurs
de´couvertes progressives dans l’histoire des sciences.
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1.1 La physique moderne et ses the´ories
1.1.1 De l’infiniment petit a` l’infiniment grand
Dessin de 10−18m a` 1026 m. cf. tableau.
1.1.2 Les trois constantes fondamentales
Si l’on exclut la constante de Boltzmann qui entre en jeu dans les phe´nome`nes
statistiques et la thermodynamique, la physique moderne compte trois et
seulement trois constantes dimensionne´es fondamentales (ou en tout cas
conside´re´es comme fondamentales a` ce jour). Ce sont :
• G ≈ 6.67 × 10−11m3.kg−2.s−1, la constante de Newton ou constante de
gravitation qui entre dans la loi de gravitation (cf. chapitre 3) et qui fixe
l’intensite´ des forces gravitationnelles entre les corps massifs.
• c ≈ 3× 108m.s−1 la vitesse de la lumie`re dans le vide, conside´re´e a` l’heure
actuelle comme vitesse inde´passable par aucune particule massive, et qui
fait donc office de borne maximale a` la vitesse de propagation de toute
information entre deux points, d’ou` son roˆle structurel.
• ~ ≈ 1.05×10−34m2.kg.s−1, la constante de Planck re´duite qui entre dans la
description de tous les phe´nome`nes atomiques, et qui, plus ge´ne´ralement,
est centrale a` la me´canique quantique.
Toute the´orie physique qui incorpore une, deux, ou bien ces trois constantes
fondamentales, de´crit par conse´quent des phe´nome`nes bien pre´cis. La simple
pre´sence ou non de l’une de ces constantes fondamentales dans la the´orie
indique par la meˆme occasion le domaine de validite´ de la the´or Ainsi une
the´orie sans G ni c ni ~ est une the´orie qui peut de´crire la dynamique des
corps, mais dans cette the´orie il n’y aura ni gravitation, ni effets quantiques,
ni existence d’une borne supe´rieure a` la vitesse de propagation des interac-
tions. La toute premie`re me´canique, celle de Newton, est de ce type la` (cf.
chapitre 2). De fac¸on plus syste´matique, les the´ories modernes se classent
donc ainsi :
• Aucune constante fondamentale. The´orie reconnue/admise : principe de
relativite´ de Galile´e et me´canique de Newton, 17e`me sie`cle.
• Pre´sence de G : me´canique newtonienne et loi universelle de Newton de la
gravitation, meˆme e´poque (chapitre 3)
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• Pre´sence de c : e´lectromagne´tisme (19e`me sie`cle), et relativite´ restreinte
(1905). Voir chapitres 4 et 5. La pre´sence de c se signale toujours en disant
que la the´orie est  relativiste .
• Pre´sence de ~ : me´canique quantique (1910-1930). Hors contexte de ce
cours.
• Pre´sence de ~ et c : me´canique quantique relativiste, ou the´orie quantique
des champs (1930-1970). Hors contexte de ce cours.
• Pre´sence de ~ et G : gravitation quantique non relativiste, peu inte´ressante.
• Pre´sence de G et c : gravitation relativiste non quantique. Mode`le ad-
mis encore a` ce jour, quoique de nombreux mode`les alternatifs ont e´te´
et sont encore e´labore´s : la relativite´ ge´ne´rale d’Einstein (1905-1915 et
de´veloppements ulte´rieurs). Voir a` partir du chapitre 6 de ce cours.
• Pre´sence de G, ~ et c : the´orie quantique de la gravitation relativiste, ou
plus commune´ment, gravitation quantique. Cette the´orie n’est pas connue a`
ce jour malgre´ un demi-sie`cle d’efforts ; elle pre´sente des difficulte´s concep-
tuelles et techniques conside´rables. Les mode`les les plus avance´s aujour-
d’hui sont la gravite´ quantique a` boucle et la the´orie des cordes.
1.1.3 Le cube des the´ories
On peut re´sumer tout cela dans un  cube des the´ories .
• G → 0 : suppression des effets gravitationnels (dit aussi, parfois, limite
Minkowskienne si par ailleurs c est maintenu constant). On peu aussi eˆtre
amene´ a` de´velopper en puissance de G pour voir les premiers effets de la
gravitation, on parle alors de de´veloppement post-Minkowskien.
• c → ∞ : propagation instantane´e possible, on parle aussi, et cela sera
important par la suite, de limite non-relativiste. Cette limite est pertinente
si par exemple tous les objets d’un syste`me donne´ se de´placent lentement
par rapport a` la vitesse de la lumie`re (un exemple e´tant les e´toiles d’une
galaxie, ou les plane`tes du syste`me solaire, etc). Lorsque l’on de´veloppe une
the´orie en puissances de 1/c, on parle de de´veloppement post-Newtonien.
• ~→ 0 : suppression des effets quantiques. On parle de la limite classique.
Ce cours porte donc sur une the´orie de type (G, c), et en particulier celle
d’Einstein publie´e en 1915-1916. Nous verrons au chapitre 8 que la limite
c → ∞ se re´duit effectivement a` la the´orie Newtonienne de la gravitation,
tandis que la limite G → 0 redonne la relativite´ restreinte (special relativity
en anglais).
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Figure 1.1 – Le cube des the´ories
1.1.4 Les unite´s de Planck
Les trois constantes fondamentales sont  ferme´es pour le syste`me d’unite´s
qu’elles de´finissent (longueur, dure´e, masse), de sorte que l’on peut de´finir
des unite´s fondamentales comme combinaison de ces trois constantes. Ainsi
on a :
• Le temps (ou dure´e) de Planck : tp =
√
~G/c5 ≈ 10−44 s,
• La longueur de Planck lp = ctp ≈ 1.610−35m,
• Et la masse de Planck mp =
√
~c/G ≈ 2.17× 10−8 kg.
C’est le syste`me d’unite´s de Planck, e´galement appele´ syste`me d’unite´ natu-
relles (natural units). E´tant associe´es aux trois constantes fondamentales, il
est naturel de s’attendre a` ce que ces quantite´s de´crivent l’e´chelle a` laquelle
les phe´nome`nes de pure gravite´ quantique (G, ~, c) prennent place. Autre-
ment dit, la relativite´ ge´ne´rale e´tudie´e dans ce cours ne peut pas fournir a
priori une description correcte ni des phe´nome`nes plus brefs que le temps de
Planck, ni des objets plus petits que la longueur de Planck, ni des densite´s
d’e´nergie supe´rieures a` celle de Planck ρp = mpc
2/l3p ≈ 10113 J.m−3, etc. C’est
ce que l’on appelle le mur de Planck. Ainsi, en cosmologie, on s’abstiendra
de parler des de´buts de l’Univers (t < tp) avant d’avoir en main une the´orie
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de gravite´ quantique. Ce cours ne re´pondra donc pas a` la question  que se
passe-t-il au moment du big bang ? .
1.2 L’Univers aujourd’hui
1.2.1 Unite´s de distance
Introduisons d’abord quelques unite´s de distance couramment utilise´es en
me´canique ce´leste, en astrophysique et en cosmologie. Premie`rement, l’unite´
astronomique (UA) est par de´finition la distance Terre-Soleil. La Terre sui-
vant une ellipse autour du Soleil, cette distance varie au cours de l’anne´e. Par
conse´quent, on de´finit plus pre´cise´ment l’unite´ astronomique comme e´tant
la valeur du demi grand-axe de l’orbite terrestre. Elle vaut a` peu pre`s 150
millions de kilome`tres, i. e. 1UA = 1.5 × 1011m. Cette unite´ est surtout
utilise´e en me´canique ce´leste. Le syste`me solaire a une taille d’environ 80
UA de diame`tre, dans le sens ou` Pluton (qui jusqu’a` re´cemment encore e´tait
conside´re´e comme la neuvie`me plane`te du syste`me solaire), a un demi grand-
axe d’environ 40 UA.
Une unite´ de distance bien connue est aussi l’anne´e lumie`re (AL), c’est-a`-
dire la distance parcourue par la lumie`re dans le vide pendant un an. Cette
distance vaut environ 9.4×1015m, soit environ 62000 UA. La distance inter-
stellaire typique dans notre galaxie est de l’ordre de l’anne´e lumie`re (notre
voisine Alpha du Centaure est a` 4.2 AL)
En fait l’anne´e-lumie`re est peu utilise´e en astrophysique et cosmologie. Il est
d’usage de lui pre´fe´rer le parsec, note´ pc. Un parsec vaut environ 1pc = 3.2AL.
Par de´finition, un parsec est la distance D telle que deux objets se´pare´s par
une unite´ astronomique ont une se´paration angulaire d’une seconde d’arc
(1/3600 degre´s) ; autrement dit, un observateur situe´ a` un parsec du syste`me
solaire voit un angle de 1/3600 degre´ entre le Soleil et la Terre.
1.2.2 Les galaxies
Comme on l’a dit, la distance interstellaire typique au sein d’une galaxie
est de l’ordre du parsec. Le Soleil vit dans un des bras spiraux, et plutoˆt
en pe´riphe´rie, de notre galaxie. La Voie Lacte´e est une galaxie spirale re-
lativement standard dans l’Univers, quoique faisant plutoˆt partie des  spi-
rales ge´antes que des  spirales naines . Elle compte environ cent milliards
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Figure 1.2 – De´finition du parsec ; (AU : Astronomical Unit, en anglais)
e´toiles. Elle a la forme d’un disque aplati, de rayon ≈ 20kpc (20000 parsecs,
soit environ 1021m), et d’e´paisseur ≈ 1kpc. Voir Figs. 1.3 et 1.4.
Les galaxies spirales tournent sur elles-meˆmes en une rotation diffe´rentielle :
les e´toiles plus proches du centre galactique tournent plus rapidement que les
e´toiles pe´riphe´riques (de meˆme que les plane`tes autour du Soleil). Lorsque
l’on trace la vitesse de rotation en fonction du rayon, on parle de courbe de
rotation. La rotation est  lente  : il faut environ 200 millions d’anne´es au
Soleil pour effectuer une re´volution. La distance a` parcourir e´tant cependant
tre`s grande, la vitesse de re´volution est en fait assez grande : le Soleil tourne
a` environ 220km.s−1 autour du centre galactique. Cela reste malgre´ tout
une vitesse faible devant celle de la lumie`re (3× 105 km.s−1), et justifie que
l’on peut se contenter d’une the´orie non relativiste de la gravitation (i. e. la
the´orie de Newton) pour de´crire la dynamique galactique 1.
Il y a aujourd’hui de tre`s fortes indications que le centre galactique abrite un
trou noir supermassif de plusieurs millions de masses solaires. On pense qu’il
en est de meˆme dans la plupart des galaxies. Les trous noirs sont des objets
qui ne peuvent eˆtre correctement de´crits que dans une the´orie relativiste de
la gravitation. Nous y reviendrons dans les prochains cours (chapitre 9).
Sans entrer dans trop de de´tails astrophysiques, notons pour information
qu’il existe deux grands types de galaxies : les spirales dont nous venons de
parler, et les elliptiques, qui sont ellipso¨ıdes.
1. La simple rotation lente n’est pas suffisante. Il faut aussi – et c’est le cas – que le
champ gravitationnel galactique soit faible, cf. chapitre 3.
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Figure 1.3 – La Voie Lacte´e, vue d’artiste (nous ne pouvons la voir que par
la tranche !)
1.2.3 Les grandes structures de l’Univers
Les galaxies sont en quelque sorte les  particules e´le´mentaires de l’Univers
vu a` grande e´chelle. Les observations ont montre´ que notre Univers est es-
sentiellement compose´ d’un tre`s grand nombre de galaxies (de l’ordre de 1011
galaxies dans l’Univers observable 2). Les deux images suivantes (du te´lescope
Hubble) montrent ce foisonnement de galaxies (elles ne sont pas toutes dans
le meˆme plan), cf. Fig. 1.5 et Fig. 1.6.
La re´partition des galaxies est inte´ressante. La distance typique se´parant
deux galaxies est de l’ordre du million parsecs (1Mpc ≈ 3 × 1022m). Ainsi
notre voisine, la galaxie spirale Androme`de, visible a` l’œil nu, cf. Fig. 1.7)
est situe´e a` environ 800-900 kpc de nous. Il faut donc noter que la distance
intergalactique n’est pas beaucoup plus grande que la taille des galaxies elles-
meˆmes : entre le diame`tre d’une spirale et l’espacement typique de deux
2. Nous pre´ciserons plus tard ce que l’on entend par univers observable.
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Figure 1.4 – La Voie Lacte´e, image re´elle ; NASA
galaxies, il n’y a gue`re plus qu’un facteur 50 ou 100. Les galaxies sont donc
relativement voisines, et forment un maillage assez serre´.
La situation n’est cependant pas si simple : les galaxies ne sont pas re´gulie`rement
espace´es sur un re´seau cubique, comme pourrait le laisser entendre le para-
graphe pre´ce´dent. En fait, on observe une structuration de la matie`re encore
a` ces (de´ja` tre`s grandes) e´chelles. Les galaxies sont en effet regroupe´es en
groupe de galaxies (si le nombre est infe´rieur a` 100 ; cette limite est conven-
tionnelle). Au-dela`, on parle d’amas de galaxies (quelques milliers de galaxies,
typiquement), voir par exemple la figure Fig. 1.8. Les galaxies appartenant
a` un meˆme amas sont lie´es par la gravitation et tournent les unes autour
des autres, de meˆme que les e´toiles d’une galaxie elliptique tournent les unes
autour des autres. On dit aussi qu’elles sont virialise´es, du nom du the´ore`me
du viriel en gravitation newtonnienne.
La taille des amas est donc naturellement de l’ordre de la distance inter-
galactique typique, c’est-a`-dire de quelques Mpc au cube. Notre Voie lacte´e
constitue avec Androme`de les deux galaxies les plus massives de notre groupe
local (de galaxies), qui en contient une quinzaine 3, cf. Fig. 1.9.
Cela n’est pas tout. Les groupes ou amas de galaxies sont en ge´ne´ral eux-
meˆmes virialise´s entre eux : des amas entiers de galaxies tournent les uns au-
tour des autres, du fait de la gravitation, dans des super-structures nomme´es
superamas de galaxies. Notre groupe local est en chute libre vers le super-
amas local (superamas de Virgo, dans la direction de la constellation de
la Vierge), qui contient une dizaine d’amas, et est de forme aplati comme,
3. Noter aussi que les galaxie ge´antes sont syste´matiquement accompagne´es de galaxies
naines satellites.
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Figure 1.5 – Les galaxies dans l’Univers ; image re´elle
semblerait-t-il, la plupart des superamas. La taille typique d’un superamas
est de l’ordre de la dizaine de Mpc au carre´ pour une e´paisseur de l’ordre du
Mpc (10Mpc ≈ 3× 1023m). Voir Fig. 1.10.
C’est la dernie`re structuration de la matie`re proprement dite, avant d’at-
teindre les distances cosmologiques : les superamas ne sont pas lie´s gravi-
tationnellement entre eux, et leurs distances augmentent avec le temps en
fonction de l’expansion de l’Univers (loi de Hubble). Cependant leur dis-
tribution est non triviale et forme un re´seau de matie`re  filamentaire ou
en toile d’araigne´e, ou cosmic web en anglais (voir Fig. 1.11). Cette figure
n’est pas une observation directe, mais issue de simulations nume´riques de
la formation des grandes structures (i. e. superamas, amas, galaxies) dans
l’Univers.
On observe (directement ou via les simulations) l’existence de grands vides.
Ainsi il existe un grand vide de 30 Mpc cube dans la constellation du Bouvier,
a` 150 Mpc d’ici. L’image de l’Univers aux tre`s grandes e´chelles est donc
celle d’un re´seau, plutoˆt bidimensionnel que tridimensionnel (dans le sens
ou` la matie`re se re´partit sur des  surfaces entourant des immenses re´gions
quasiment vides, et relie´es les unes aux autres par des  ponts de matie`re).
Ce re´seau filamentaire est cependant relativement homoge`ne vu de loin (c’est-
a`-dire sur une e´chelle de l’ordre de la centaine de Mpc). Ainsi, et malgre´
1.2 L’Univers aujourd’hui 20
Figure 1.6 – Les galaxies dans l’Univers ; image re´elle
la haute structuration de la matie`re aux e´chelles astrophysiques (filaments,
superamas, amas, galaxies, e´toiles) pre´sentant des contrastes de densite´s tre`s
importants, il n’est pas faux de conside´rer que sur des e´chelles grandes -
dites cosmologiques (≥ 100Mpc ≈ 3 × 1024m), l’Univers est relativement
homoge`ne avec une densite´ moyenne uniforme. Cette observation est la base
du principe cosmologique, ingre´dient essentiel de la cosmologie the´orique et
de la the´orie du Big Bang, comme nous le reverrons plus tard (chapitre 11).
1.2.4 Bilan : Univers homoge`ne et structuration de la
matie`re
Si l’on re´sume les paragraphes pre´ce´dents, en partant cette fois des grandes
e´chelles vers les petites, alors on a vu que l’Univers peut eˆtre conside´re´ comme
homoge`ne au-dela` de 100Mpc. Au-dela` de cette e´chelle les lois de la cosmo-
logie homoge`ne s’appliquent avec une bonne pre´cision (dont l’expansion de
l’Univers i. e., la loi de Hubble). L’univers observable aujourd’hui a une
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Figure 1.7 – La galaxie d’Androme`de ; image re´elle
taille d’environ 3000Mpc ≈ 1026m. En dec¸a` de 100Mpc, la re´partition de
la matie`re est tout a` fait non triviale. Il y a des structures emboˆıte´es les
unes dans les autres (superamas, amas, galaxies), lie´es par la gravitation –
et en fait, qui ont e´te´ forme´es par la gravitation au cours de l’e´volution de
l’Univers.
La compre´hension fine de la formation des structures est encore un sujet
de recherches tre`s actif. Les grandes lignes en sont comprises : les faibles
inhomoge´ne´ite´s dans la re´partition de la matie`re dans l’Univers primordial se
sont accentue´es avec le temps par effondrement gravitationnel, ou instabilite´
de Jeans. On peut montrer, de´ja` en the´orie Newtonienne, que ce processus
induit naturellement cette structuration de la matie`re, i. e. cette espe`ce de jeu
de poupe´es russes ou` la matie`re s’effondre gravitationnellement a` plusieurs
e´chelles diffe´rentes, formant ainsi des structures de tailles diffe´rentes. Cela
dit une description de´taille´e et une compre´hension fine de la formation des
structures est encore manquante ; en particulier le processus de formation
des galaxies n’est pas encore clair aujourd’hui 4. Mais ce cours n’e´tant pas un
cours d’astrophysique, nous n’en parlerons pas davantage.
4. Ne serait-ce que parce ce que ce processus de´pend clairement de la matie`re noire et
de sa nature, qui est inconnue a` ce jour.
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Figure 1.8 – L’amas de galaxie Abell1689 ; Image re´elle, photo NASA
1.3 L’histoire de l’Univers homoge`ne
Cette section couvre dans les grandes lignes la bien connue the´orie du Big
Bang, qui de´crit notre Univers a` ses de´buts comme un espace temps extreˆme-
ment dense et chaud et ayant subi une impulsion initiale (expansion ini-
tiale de l’Univers). Cette expansion s’est ensuite ralentie au cours du temps
cosmique du fait de l’attraction gravitationnelle entre la matie`re-e´nergie 5.
Paralle`lement a` cette expansion de l’Univers, sa tempe´rature et sa densite´
de´croissent. Il s’agit donc aussi d’une histoire thermique de l’Univers, cf. Fig.
1.12.
1.3.1 L’e`re de Planck
On a pour tradition d’e´viter de parler de l’instant t = 0 de l’Univers puisque,
comme le montrent les e´quations cosmologiques, a` cet instant conside´re´ comme
 origine , l’Univers est ne´cessairement infiniment dense et chaud, et aussi,
5. Mais l’Univers tardif semble acce´le´rer son expansion pour des raisons qui sont encore
assez myste´rieuses, voir plus bas Section 1.4.
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Figure 1.9 – Le groupe Local
pour ainsi dire, re´duit a` un point 6. La physique  ayant horreur des infi-
nis , il ne fait peu de doute que la singularite´ initiale est avant tout une
conse´quence formelle d’une the´orie (la relativite´ ge´ne´rale) dont on e´tend le
pouvoir pre´dictif jusqu’a` un domaine ou` il n’y a plus de raisons de croire en
sa validite´.
Comme dit plus haut (sections 1.1.3 et 1.1.4), seule une the´orie de gravite´
quantique permettrait de mieux savoir ce qu’il se passe pendant l’e`re de
Planck, c’est-a`-dire aux tous premiers instants de l’Univers. L’histoire de
l’Univers, commence donc, pour nous, a` 10−44s. L’e´tat de l’Univers a` cet
instant nous est aujourd’hui totalement inconnu.
1.3.2 Entre 10−44 s et ≈ 10−10s
Cette e`re nous est e´galement mal connue, car a` cette e´poque l’Univers est
encore beaucoup plus chaud (i. e. plus e´nerge´tique) que les niveaux d’e´nergie
6. Ce n’est pas exact ; en fait, si l’on regarde le film cosmique a` l’envers, on voit que
toutes distances entre tous les points tendent vers ze´ro. On parle de singularite´ initiale.
Noter aussi qu’il existe des solutions sans Big-Bang, voir chapitre 11. Dans le mode`le
standard de la cosmologie moderne, cependant, les parame`tres sont tels qu’une singularite´
initiale existe.
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Figure 1.10 – Les superamas locaux
jamais atteints par les grands acce´le´rateurs de particules. Nombre de the´ories
s’appliquent et font des pre´dictions pour l’Univers sur cette pe´riode, mais
en l’absence de ve´rification directe, il ne s’agit pas encore de connaissances
fermement e´tablies.
Il est cependant fortement suspecte´ que l’Univers connait une phase inflation-
naire (vers 10−33 s), c’est-a`-dire une expansion extreˆmement rapide ou` toutes
les distances entre tous les points sont multiplie´es par un facteur conside´rable
(≥ 1026). Nous y reviendrons rapidement au chapitre 13.
Vers 10−10 s, l’Univers est compose´ de particules connues que l’on rencontre
dans les acce´le´rateurs de particules. Les interactions fortes et faibles dominent
la physique locale, tandis que l’e´volution de l’Univers dans son ensemble est
domine´e par la gravitation ge´ne´re´e par son contenu. A cette e´poque aurait
lieu la brisure e´lectrofaible, c’est-a`-dire la se´paration des forces e´lectrofaibles
en forces e´lectromagne´tiques d’une part, et interaction faible d’autre part ;
et cela via le me´canisme de Higgs. La particule de Higgs n’a pas encore e´te´
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Figure 1.11 – Structure filamentaire de l’Univers aux tre`s grandes e´chelles :
chaque point repre´sente une galaxie. Aux intersections des filaments on
trouve des (probables) superamas.
trouve´e dans les acce´le´rateurs, et il faut donc eˆtre encore prudent ; cependant
sa de´tection prochaine au CERN est probable (pour fin 2012, de´but 2013,
suite aux annonces de fin 2011).
1.3.3 L’e`re du plasma quark-gluon
Entre 10−10 s et 10−5 s la tempe´rature a suffisamment baisse´ pour que l’on
entre dans une phase ou la physique est bien connue. L’univers est alors une
 soupe de quarks, de gluons, d’e´lectrons, et de photons (les quarks sont les
constituants des nucle´ons, neutrons et protons, les gluons sont les particules
qui ve´hiculent l’interaction forte entre les quarks). L’Univers est opaque, car
tout photon e´mis est tre`s rapidement re´absorbe´ par d’autres particules.
Vers 10−5 s, l’Univers a suffisamment refroidi pour que les collisions entre les
particules ne soient plus assez e´nerge´tiques pour casser en permanence les
compose´s quarks-gluons qui ont tendance a` se former naturellement. Ainsi
les nucle´ons se forment, et l’univers devient plus simple, compose´ seulement
de protons, neutrons, e´lectrons, photons 7. Les neutrons et protons se trans-
7. Pour faire simple. Il y aussi des neutrinos, des me´sons, etc. mais nous choisissons de
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Figure 1.12 – L’histoire de l’Univers homoge`ne est a` la fois une histoire dy-
namique (e´volution dynamique de la taille de l’Univers, ou plus pre´cise´ment
du facteur d’e´chelle), et une histoire thermique.
forment encore les uns dans les autres via l’interaction faible 8. Des fusions
nucle´aires ont lieu, mais les produits de fusion sont aussitoˆt de´truits par les
collisions entre particules.
1.3.4 Plasma de matie`re ordinaire et nucle´osynthe`se
primordiale
Vers 0.2s le ratio neutron-proton devient stable et fixe´ une fois pour toute
(inefficacite´ des transitions faibles) ; les neutrinos se de´couplent du plasma
de matie`re et de`s lors traverseront l’Univers en ligne droite dans toutes les
directions, sans ne presque plus interagir avec le reste de la matie`re. Il s’agit
garder la discussion aise´e a` suivre.
8. C’est-a`-dire, des re´actions p→ n+e+ +νe et n→ p+e−+ ν¯e, mieux connues sous le
nom de radioactivite´ beˆta plus et moins, respectivement. Ici p est un proton, n un neutron,
e− est l’e´lectron, e+ l’anti-e´lectron ou encore positron, νe le neutrino e´lectronique, et ν¯e
son anti-particule.
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de l’analogue du fond diffus cosmologique, mais pour les neutrinos et non les
photons (voir chapitre 13). Si l’on pouvait observer facilement les neutrinos,
cela serait une source pre´cieuse d’informations sur l’Univers primordial. Mal-
heureusement le neutrino est une particule qui n’interagit quasiment pas, et
elle est tre`s difficile a` de´tecter sur Terre.
Vers 200–300 secondes, les re´actions de fusion nucle´aires deviennent efficaces,
dans le sens ou` leurs produits sont maintenant stables, l’Univers s’e´tant re-
froidi. Ainsi sont forme´s les noyaux de ce qui deviendra plus tard les atomes
d’he´lium, et des traces de Lithium. C’est la nucle´osynthe`se primordiale (Big
Bang Nucleosynthesis, ou BBN ), qui laissera un univers empli d’environ 75%
de noyaux d’hydroge`ne (des protons libres), de 25% d’he´lium.
L’univers reste relativement longtemps dans cette phase. Il est essentielle-
ment rempli d’un plasma constitue´ de noyaux atomiques, neutrons libres,
e´lectrons libres, et photons. Les noyaux n’arrivent pas a` capturer bien long-
temps les e´lectrons puisque ceux-ci sont chasse´s par les photons encore trop
e´nerge´tiques. Pour la meˆme raison, l’Univers est encore opaque.
1.3.5 La formation des atomes et le fonds diffus cos-
mologique
Il faut attendre suffisamment longtemps, vers 300 000 ans apre`s le Big Bang,
pour que la tempe´rature ait suffisamment baisse´ (de l’ordre de quelques mil-
liers de degre´s) et que les photons libres ne soient plus assez e´nerge´tiques
pour chasser par collision les e´lectrons qui ont tendance a` eˆtre capture´ par
les noyaux atomiques. Les atomes d’hydroge`ne, d’he´lium, et de Lithium se
forment alors par capture e´lectronique. On parle de l’e´poque de recombinai-
son 9. La matie`re devient e´lectriquement neutre, et les photons pre´ce´demment
pie´ge´s par le plasma peuvent maintenant s’e´tendre en ligne droite sans plus
(ou presque plus) interagir avec la matie`re. Pour cette raison, on parle aussi
de l’e´poque du de´couplage des photons, qui se produit juste apre`s la recom-
binaison 10. Ces deux e´poques (en anglais recombination epoch et photon
decoupling) se produisent quasiment simultane´ment et sont donc souvent
9. Quand bien meˆme les e´lectrons et les noyaux atomiques n’avaient jamais e´te´ combine´s
auparavant. Il serait plus correct de parler de combinaison tout court, mais ce n’est pas le
terme que l’usage a retenu.
10. Il faut noter que le de´couplage pourrait se produire avant la recombinaison dans
un Univers ou l’expansion serait suffisamment grande pour diluer suffisamment le plasma
e´lectronique et ainsi libe´rer les photons primordiaux. Ce n’est cependant pas dans cet
ordre que ces phe´nome`nes se sont produit dans notre Univers.
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conside´re´s comme synonymes par un le´ger abus de langage.
La conse´quence majeure du de´couplage des photons est que l’Univers devient
alors transparent a` la lumie`re, et ce flot de photons libe´re´s a` ce moment-la`
se retrouve encore, emplissant l’Univers, quinze milliards d’anne´es plus tard.
On l’appelle le fond diffus cosmologique, ou encore rayonnement fossile (en
anglais : Cosmic Microwave Background ou CMB dans la suite) tandis que
l’ensemble des lieux de l’espace a` cet instant s’appelle la surface de dernie`re
diffusion (des photons), ou encore surface of last scattering en anglais. L’exis-
tence, la de´couverte, et l’e´tude du CMB sont d’une importance capitale pour
la cosmologie moderne : c’est l’observation de l’Univers la plus ancienne qu’il
est possible d’obtenir a` l’heure actuelle 11. Il a e´te´ de´tecte´ pour la premie`re
fois en radioastronomie 12 en 1964 par Penzias et Wilson (Nobel 78). L’exis-
tence du CMB est une des preuves les plus importantes de la the´orie du
Big-Bang. L’e´tude du CMB permet par ailleurs d’estimer la valeur des pa-
rame`tres cosmologiques (cf. chapitre12).
L’observation de´taille´e du fond diffus cosmologique montre que la matie`re
a` cette e´poque est extreˆmement homoge`ne : la distribution de matie`re est
quasiment constante dans l’espace, avec des fluctuations de densite´ assez
faibles, de l’ordre de δρ/ρ ∼ 10−5. Le principe cosmologique est donc tre`s
bien ve´rifie´ a` cette e´poque. Il faut mettre cette valeur en perspective avec
les contrastes de densite´ les plus grands existants dans l’Univers aujourd’hui
ρmax/ρmin ∼ 1045 ! (La densite´ moyenne cosmologique est d’ordre 10−27 tan-
dis que la densite´ d’une e´toile a` neutron, par exemple, est d’ordre 1018, en
kg.m−3).
1.3.6 E`re de la matie`re et formation des structures
L’univers en donc a` ce moment essentiellement compose´ d’un gaz de matie`re
ordinaire, dont les petites inhomoge´ne´ite´s vont croˆıtre lentement via l’insta-
bilite´ gravitationnelle (qui, soit dit en passant, a une efficacite´ amoindrie du
fait de l’expansion de l’Univers). Les premie`res galaxies apparaissent apre`s
environ un milliard d’anne´es. La structuration de la matie`re par ce processus
a e´te´ de´crit plus haut et nous n’y reviendrons pas.
L’aˆge de l’Univers est estime´ a` 14 milliards d’anne´es. Cela de´pend du mode`le
11. On pourrait, comme dit plus haut, obtenir une cartographie de l’Univers encore
plus jeune, avec la de´tection de neutrinos fossiles, ou encore des ondes gravitationnelles
primordiales, mais cela n’est pas techniquement possible aujourd’hui
12. Le CMB est un rayonnement a` distribution de corps noir, i. e. thermique, de longueur
d’onde moyenne centre´e autour de 1.8mm. C’est le domaine des micro-ondes.
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cosmologique que l’on choisit. La figure suivante apporte quelques comple´ments
a` la pre´sentation rapide que nous avons propose´ ici.
Figure 1.13 – L’histoire de l’Univers en bref.
1.3.7 E´le´ments chimiques lourds et supernovaes
Notons pour terminer que les e´le´ments chimiques lourds que l’on trouve sur
Terre n’ont pas pu eˆtre forme´s pendant la nucle´osynthe`se primordiale. Les
autres e´le´ments chimiques sont synthe´tise´s dans le cœur des e´toiles par fu-
sion nucle´aire (naturelle) jusqu’au fer. Au-dela`, la fusion nucle´aire couˆte de
l’e´nergie et doit eˆtre force´e par un apport supple´mentaire en e´nergie. Cela se
produit typiquement lors d’une supernovae de type II, a` savoir l’implosion
gravitationnelle d’une e´toile massive (de masse au moins dix fois la masse
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du Soleil), suivi du rebond extreˆmement violent (donc d’une  explosion )
des couches externes de l’e´toile en chute libre vers, et sur le cœur dur central
forme´ pendant l’implosion, en l’occurrence une e´toile a` neutron (ou pulsar).
Pour faire simple, les e´le´ment lourds se forment lors du rebond, et sont ainsi
disse´mine´s dans la galaxie hoˆte. On peut voir ces supernovaes comme des
 bombes gravitationnelles puisque l’e´nergie libe´re´e durant ce processus (et
qui peut atteindre 1047 Joules, ce qui fait qu’une supernovae brille pendant
quelques jours aussi intense´ment qu’une galaxie entie`re) provient essentielle-
ment de l’e´nergie potentielle gravitationnelle initiale de l’e´toile.
Notons que les supernovaes qui ont e´te´ utilise´es en cosmologie pour de´montrer
l’acce´le´ration re´cente de l’Univers (cf. section suivante) ne sont pas de type
II mais de type I (explosion d’une naine blanche atteignant sa limite de
Chandrasekhar, i. e. une masse environ 1.4 fois la masse solaire). La grande
re´gularite´ de la luminosite´ intrinse`que de ces supernovaes permet en effet
d’en de´duire pre´cise´ment leurs distances, ce qui, combine´ a` l’observation du
de´calage spectral (le redshift) permet une mesure directe de l’histoire re´cente
de l’e´volution de l’expansion de l’Univers, cf. chapitre 12.
1.4 Grandes questions de l’astrophysique et
cosmologie contemporaine
Cette introduction rapide nous permet de´ja` d’arriver a` deux grandes ques-
tions ouvertes et qui font l’objet d’intenses recherches depuis quelques anne´es.
La premie`re est ce qu’on appelle le proble`me de la matie`re noire. Il s’est
d’abord manifeste´ via les courbes de rotations des galaxies spirales. Dans
les galaxies le re´gime est essentiellement non relativiste puisque la vitesse de
rotation est faible compare´e a` la vitesse de la lumie`re
vrot
c
∼ 10−3,
tandis que le champ gravitationnel galactique est tre`s faible, de l’ordre de
GMgal
L2gal
∼ 10−10m.s−2.
Les lois de Newton devraient donc s’appliquer avec une grande pre´cision. Or,
si l’on calcule la vitesse de rotation, par exemple, du Soleil, en connaissant la
masse comprise dans son orbite (connue graˆce aux observations), la vitesse
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pre´dite par la the´orie est deux a` trois fois plus faible que la vitesse effecti-
vement observe´e ! Cela n’est ni spe´cifique a` notre Soleil, ni a` notre galaxie.
Les vitesses de rotations sont de fac¸on ge´ne´rique bien plus grandes que ce
qu’elles devraient eˆtre dans toutes les galaxies observe´es jusqu’a` pre´sent. La
premie`re observation de ce type remonte a` 1933 dans les travaux de l’astro-
nome Zwicky.
Cela peut s’expliquer naturellement si la masse des galaxies est en fait bien
plus grande que celle que l’on de´duit de l’analyse de leur luminosite´. Il fau-
drait donc une composante de matie`re sombre, ou noire, c’est-a`-dire qui
n’e´met pas de lumie`re (Dark Matter en anglais), en quantite´ tre`s importante,
pour expliquer ce phe´nome`ne. Typiquement, la masse totale de matie`re noire
dans l’Univers serait au moins cinq fois supe´rieure a` celle de la matie`re  or-
dinaire . La nature de cette matie`re noire est pour le moment inconnue. La
matie`re noire a aussi un roˆle cosmologique tre`s important.
Une explication concurrente est de dire que la physique des champs gravi-
tationnels aussi faibles n’ayant jamais e´te´ e´tudie´e sur Terre, il est naturel
de voir les courbes de rotation de galaxies spirales comme e´tant, justement,
un ensemble de donne´es expe´rimentales sur la physique gravitationnelle en
champ ultra-faible. On peut donc refuser l’ide´e de l’existence d’une matie`re
noire exotique, et lui pre´fe´rer la construction d’une the´orie alternative a` la
gravitation de Newton et d’Einstein qui soit donne´e par des lois nouvelles,
notamment dans le re´gime de champ ultra-faible, et de telle sorte que ces lois
expliquent les courbes de rotation. Ces the´ories (dites MOND) sont re´centes
et pas encore pleinement satisfaisantes.
La seconde question est celle de l’e´nergie noire. Le prix Nobel de physique
2011 a e´te´ de´cerne´ aux deux e´quipes ayant mis en e´vidence en 1998, a` l’aide de
l’observation de supernovaes (cf. section pre´ce´dente), que l’expansion re´cente
de l’Univers, au lieu d’eˆtre en de´ce´le´re´e comme on s’y attend na¨ıvement du
fait de l’attraction gravitationnelle entre les corps, est en fait acce´le´re´e depuis
peu (typiquement quelques milliards d’anne´es). Cela suppose, dans le cadre
de la relativite´ ge´ne´rale en tout cas, que l’Univers contient, en plus de la
matie`re ordinaire et de la matie`re noire, un fluide de type nouveau, nomme´e
l’e´nergie noire (Dark Energy), et dont la pression fortement ne´gative expli-
querait l’acce´le´ration re´cente de l’Univers. La nature de cette e´nergie noire
reste cependant myste´rieuse. En effet, meˆme si le candidat le plus naturel,
a` savoir la constante cosmologique (cf. chapitre 8) permet de rendre compte
des observations, il est tre`s fortement suspecte´ que cette explication ne soit
que provisoire et que le proble`me de l’e´nergie noire cache une physique encore
inconnue a` ce jour (cf. chapitre 13).
Deuxie`me partie
Une bre`ve histoire de la
me´canique
Chapitre 2
Me´canique de Newton et
principe de relativite´
Remarque : les vecteurs seront note´s en caracte`res gras. Les termes de re´fe´ren-
tiel inertiel ou de re´fe´rentiel galile´en sont e´quivalents et utilise´s indiffe´remment
dans ce qui suit.
2.1 Mathe´matiques de l’espace-temps de New-
ton
L’espace-temps  absolu de Newton est de´fini ainsi :
• L’espace est euclidien et s’identifie a` R3
• Le temps s’identifie a` l’axe re´el. L’espace-temps est donc le produit carte´sien
R× R3
Introduisons quelques autres de´finitions. Un re´fe´rentiel R est, d’un point
de vue strictement mathe´matique, un syste`me de coordonne´es (t, x, y, z) sur
l’espace R×R3, utilise´es par un observateur (un corps solide situe´ a` l’origine
des coordonne´es) afin de repe´rer les points dans cet espace. Les coordonne´es
spatiales sont dites carte´siennes si elles forment un maillage obtenu a` par-
tir de trois vecteurs de base (e1, e2, e3) (non ne´cessairement orthogonaux
entre eux, mais en ge´ne´ral on choisit un repe`re orthonorme´) – cf. sche´ma
en cours. Il existe bien suˆr d’autres syste`mes de coordonne´es possibles, non
carte´siennes, mais ne´anmoins utiles parfois, telles que les coordonne´es po-
laires, cylindriques, sphe´riques, etc. On peut aussi choisir un syste`me de
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coordonne´es tout a` fait quelconque (cf sche´ma en cours), dit aussi syste`me
de coordonne´es curvilignes. Cependant, du fait de la structure de produit
carte´sien du temps et de l’espace, on ne peut pas me´langer les coordonne´es
temporelles et spatiales. L’espace-temps Newtonien est ne´cessairement un
feuilletage d’espaces euclidiens R3 indexe´s par la variable temporelle.
Anticipons un peu sur quelques notations que nous retrouverons dans le cours
de relativite´ restreinte et ge´ne´rale. Il ne sera pas inutile de relire cette section
a` ce moment-la`, afin de voir comment la relativite´ restreinte puis ge´ne´rale
ge´ne´ralisent cette construction mathe´matique. Rappelons d’abord qu’un es-
pace euclidien (R3, ici) est par de´finition R3 vu comme espace vectoriel sur
R, et muni d’un produit scalaire permettant la de´finition d’une distance.
La base canonique de l’espace vectoriel R3 (i. e. un repe`re orthonorme´) est
de´finie par trois vecteurs e1, e2, e3, satisfaisant aux conditions d’orthonor-
malite´ : e1.e1 = 1, e1.e2 = 0, etc. ou` le point de´note le produit scalaire. De
fac¸on plus ge´ne´rale, pour i, j dans (1, 2, 3)
ei.ej = δij (2.1)
ou` δij est le symbole de Kronecker (vaut 1 si i = j, ze´ro sinon). On peut
ranger ces valeurs dans une matrice [ei.ej], et l’on a
[ei.ej] =
1 0 00 1 0
0 0 1

Cette matrice s’appelle la me´trique de l’espace. Il faut noter qu’elle prendrait
une valeur diffe´rente dans un autre choix de base (par exemple non ortho-
norme´). En particulier, la matrice repre´sentant la me´trique gij = [ei.ej] n’est
pas ne´cessairement diagonale. En revanche, elle est syme´trique (par syme´trie
du produit scalaire), et re´elle, et donc diagonalisable : en tout point P il
existe des coordonne´es telles que la me´trique puisse toujours s’e´crire sous
forme canonique gij = δij = diag(1, 1, 1).
En fait, l’espace euclidien R3 e´tant plat, il existe toujours un syste`me de
coordonne´es globales (i. e. couvrant tout l’espace), tel que les vecteurs ei,
tangents aux lignes coordonne´es xi, satisfont gij = δij en tous points. Comme
nous le verrons en relativite´ ge´ne´rale 1, lorsque l’espace n’est plus plat, mais
seulement localement plat, il est toujours possible localement de donner a` la
me´trique sa forme canonique. En revanche cela n’est pas possible globalement
(a` moins, pre´cise´ment, que la courbure soit nulle partout).
1. A la nuance importante pre`s, qu’en relativite´ ge´ne´rale, on parlera de la courbure de
l’espace-temps (quadri-dimensionnel), et pas seulement de l’espace tridimensionnel
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Revenons au cas Newtonien dans les coordonne´es carte´siennes globales issues
des trois vecteurs de base ei depuis l’origine O. Le vecteur position OM entre
l’origine du repe`re et un point M de coordonne´es (x1, x2, x3) peut s’e´crire
OM = x1e1 + x
2e2 + x
3e3 =
i=3∑
i=1
xiei (2.2)
On adoptera dans la suite la convention d’Einstein, consistant a` sommer de
fac¸on implicite sur les indices re´pe´te´s en haut et en bas. Ainsi, au lieu d’e´crire∑
i x
iei, on e´crira plus simplement x
iei, ou` il est sous-entendu qu’il y a une
somme sur les indices i.
La distance entre deux pointsM etM ′ s’obtient en formant le produit scalaire
par lui-meˆme du vecteur MM′ = (x′i − xi)ei. On trouve, notant s2 cette
distance :
s2 = (x′1 − x1)2 + (x′2 − x2)2 + (x′3 − x3)2 (2.3)
NB : en terme de notations peut-eˆtre plus familie`res (x1 = x, x2 = y, x3 = z),
cette formule n’est rien d’autre que la formule pour la distance euclidienne
entre deux points :
s2 = (x′ − x)2 + (y′ − y)2 + (z′ − z)2 (2.4)
que l’on appellera aussi, par la suite, l’intervalle. On reconnait la` le the´ore`me
de Pythagore (en version tridimensionnelle), qui se de´montre a` partir des
axiomes de la ge´ome´trie d’Euclide. L’approche moderne (les espaces eucli-
diens) veut plutoˆt que c’est l’existence d’un produit scalaire, et donc de la
formule de Pythagore, qui fonde la ge´ome´trie d’Euclide. Si les deux points
M et M ′ sont infiniment proches, alors la formule pour la distance devient
ds2 = dx2 + dy2 + dz2 =
∑
ij
δijdx
idxj ≡ δijdxidxj (convention d’Einstein)
(2.5)
Le ds2 s’appelle l’intervalle e´le´mentaire, et sa ge´ne´ralisation jouera un roˆle
central en relativite´. Il faut remarquer la notation abusive : il ne s’agit pas
de d(s2) = 2sds, mais bien de (ds)2.
2.2 Les lois de Newton
Reprenons maintenant plus pre´cise´ment les divers postulats qui forment la
me´canique de Newton, en plus de la description mathe´matique de l’espace et
du temps :
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• Premie`re loi : tout corps perse´ve`re dans l’e´tat de repos ou de mouvement
uniforme en ligne droite dans lequel il se trouve, a` moins que quelque force
n’agisse sur lui, et ne le contraigne a` changer d’e´tat.
• Seconde loi, ou principe fondamental de la dynamique : dans un re´fe´rentiel
Galile´en, un corps de masse m obe´it a`
ΣF = ma, (2.6)
comme de´ja` rappele´ au cours pre´ce´dent.
• Troisie`me loi ou principe d’action re´action : tout corps A exerc¸ant une
force sur un corps B subit une force d’intensite´ e´gale, de meˆme direction
mais de sens oppose´, exerce´e par le corps B
Ces postulats, tels qu’e´nonce´s initialement par Newton, ne forment pas une
base logique satisfaisante. En effet la notion de re´fe´rentiel Galile´en n’a pas e´te´
de´finie. En fait, l’expe´rience courante (dans une voiture qui tourne a` gauche
ou a` droite, par exemple) nous enseigne que la premie`re loi n’est pas toujours
vraie. Elle n’est vraie que dans certains re´fe´rentiels. Par de´finition, justement,
un re´fe´rentiel Galile´en sera un re´fe´rentiel dans lequel la premie`re loi est va-
lable. La premie`re loi n’est donc pas une loi, sous peine d’eˆtre circulaire (i. e.
un re´fe´rentiel Galile´en est un re´fe´rentiel ou la premie`re loi est vraie, mais la
premie`re loi n’est valable que dans un re´fe´rentiel Galile´en...). Ce n’est gue`re
plus qu’une de´finition, pre´cise´ment, de ces re´fe´rentiels privile´gie´s. Rien ne
garantit en revanche qu’un tel re´fe´rentiel existe dans la nature. Par ailleurs
il apparaˆıt clairement que la premie`re loi, une fois qu’il est pre´cise´ qu’elle
n’est valable que dans un re´fe´rentiel Galile´en, n’est en fait qu’une simple
conse´quence de la seconde dans le cas ou` la re´sultante des forces s’appliquant
sur un corps est nulle.
Enfin, notons que la seconde loi n’a pas non plus de pouvoir pre´dictif : il
faut plutoˆt la voir comme une de´finition des forces. Si l’on ne connaˆıt pas
l’expression de la ou des forces agissant sur un syste`me, on ne peut rien
conclure sur la dynamique des corps.
2.3 Les lois de Newton et le principe d’inertie
Il est plus correct de modifier la construction pre´ce´dente de la fac¸on suivante :
• Postulat : (principe d’inertie) il existe dans la nature au moins un re´fe´rentiel
privile´gie´, dit Galile´en ou inertiel, dans lequel la seconde loi s’applique.
• De´finition : un corps est dit isole´ s’il ne subit aucune force (ou pseudo isole´
si la re´sultante des forces ΣF s’annule).
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• Corollaire : en inte´grant la seconde loi, on voit que tout corps isole´ ou
pseudo isole´ se meut a` vitesse uniforme dans ce re´fe´rentiel Galile´en, e´tablis-
sant la premie`re loi de Newton.
• The´ore`me : il existe une famille infinie de re´fe´rentiels Galile´ens. Ils sont
tous en translation uniforme les uns par rapport aux autres.
La de´monstration est triviale et peut se re´sumer ainsi : puisque, dans le
re´fe´rentiel inertielR, tous les corps isole´s se meuvent a` vitesse uniforme, il est
clair que dans un autre re´fe´rentiel anime´ d’un mouvement a` vitesse constante
par rapport au premier, cette proprie´te´ sera encore vraie. Mathe´matiquement,
soit (t, x, y, z) les coordonne´es associe´es au premier re´fe´rentiel inertiel R.
Dans R, un corps isole´ A a une acce´le´ration nulle :
d2xiA
dt2
= 0 (2.7)
ou` i = (1, 2, 3) et ou` l’on note les coordonne´es carte´siennes du corps A par
xA = x
1
A, yA = x
2
A, zA = x
3
A. Soit maintenant un nouveau re´fe´rentiel inertiel
R′ se de´plac¸ant a` vitesse uniforme par rapport au premier. Alors les coor-
donne´es sont transforme´es en x′iA = x
i
A − vit ou` v = (v1, v2, v3) est la vitesse
du nouveau re´fe´rentiel par rapport a` l’ancien (de sorte que la vitesse de l’ori-
gine O′ du re´fe´rentiel R′ soit (v1, v2, v3) dans le re´fe´rentiel R). Clairement,
dans ce nouveau re´fe´rentiel, l’acce´le´ration du corps A reste nulle, il se de´place
donc a` vitesse constante :
d2x′iA
dt2
= 0  (2.8)
Conclusion : il reste de toute cette construction l’image de l’existence sup-
pose´e de re´fe´rentiels privile´gie´s, dits Galile´ens ou inertiels, qui sont tous en
translation uniforme les uns par rapport aux autres, et dans lesquels la se-
conde loi de Newton (la loi dynamique) s’applique. Pour faire des pre´dictions
avec cet ensemble the´orique, il est ne´cessaire de :
• Savoir reconnaitre dans la nature les re´fe´rentiels inertiels. Comment les
choisir ? Ou sont-ils ? Qui sont-ils ? Cette question est non triviale, et
seule la relativite´ ge´ne´rale apportera une re´ponse satisfaisante (ce sont
les re´fe´rentiels de´finis par les corps en chute libre dans un champ de gra-
vitation).
• Connaˆıtre l’expression des forces s’appliquant aux corps mate´riels.
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2.4 Le principe de relativite´ Galile´enne
2.4.1 Covariance galile´enne
On a vu que, trivialement, l’acce´le´ration d’un corps est invariante sous un
changement de re´fe´rentiels Galile´ens. En conse´quence de quoi, la loi dyna-
mique elle-meˆme
m
d2xi
dt2
= ΣF i(t, xj) (2.9)
conserve sa forme sous les changements de re´fe´rentiels inertiels 2. De fac¸on
plus ge´ne´rale, la transformation de coordonne´es :
t′ = t+ t0 (2.10)
x′i = xi − vit+ ci (2.11)
ou` t0 est une constante, et c = (c
1, c2, c3) est un vecteur constant, est la
transformation de coordonne´es la plus ge´ne´rale qui relie deux re´fe´rentiels
inertiels. Cette transformation est capitale puisqu’elle la laisse la forme des
e´quations de Newton invariante :
m
d2xi
dt2
= ΣF i(t, xj) dans R ⇒ md
2x′i
dt′2
= ΣF i(t′, x′j) dans R′ (2.12)
Ces lois de transformations de coordonne´es forment un groupe (au sens
mathe´matique du terme), que l’on appelle le groupe de Galile´e. Le fait que
l’e´quation dynamique de Newton conserve la meˆme forme dans n’importe
quel re´fe´rentiel inertiel signifie que les lois de la physique sont identiques
dans tous les re´fe´rentiels inertiels, c’est-a`-dire encore, que tous les observa-
teurs inertiels voient la meˆme physique (les meˆmes phe´nome`nes). On dit que
la loi de Newton est covariante sous les transformations du groupe de Ga-
lile´e ou aussi que la loi de Newton est covariante sous l’action du groupe de
Galile´e.
2.4.2 Interpre´tation physique : le principe de relativite´
Le fait que les lois de la physique sont identiques dans tous les re´fe´rentiels
inertiels constitue ce que l’on appelle le principe de relativite´ de Galile´e, ou
principe de relativite´ tout court. Ce principe affirme donc qu’il est impossible,
a` n’importe quel observateur inertiel, et ce meˆme en faisant appel a` toutes
2. Pour peu que les forces elles-meˆmes gardent la meˆme forme
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les expe´riences de physique imaginables, de de´cider s’il se trouve oui ou non
en e´tat de mouvement (par rapport a` l’espace absolu de Newton). Comme le
disait Galile´e,  le mouvement est comme rien .
Nous sommes en fait assez familier de ce fait. Il est arrive´ a` tout le monde de
croire que son train partait, alors que c’est le train sur le quai d’en face qui
part de la gare. Outre l’impression de´sagre´able que cela procure, cela signi-
fie qu’effectivement aucun effet physique dans l’environnement local, aucune
modification du monde et de ses lois ne permet de  sentir que le train est
parti et qu’il roule maintenant en s’e´loignant de la gare. En fait, il faut noter
ici que si le train acce´le´rait fortement au de´marrage, les passagers le remar-
queraient imme´diatement, du fait de la force d’inertie qui se manifeste et qui
les enfoncent un peu dans leurs sie`ges. C’est que, pre´cise´ment, un re´fe´rentiel
acce´le´re´ n’est pas un re´fe´rentiel inertiel, de sorte que la physique dans un
re´fe´rentiel acce´le´re´ n’est pas la meˆme que la physique dans un re´fe´rentiel
inertiel. Sur l’expe´rience de pense´e du train qui part de la gare, il se trouve
que aujourd’hui la plupart des trains acce´le`rent tre`s faiblement au de´marrage,
de sorte que la force d’inertie est la plupart du temps trop faible pour eˆtre
perc¸ue par les sens ordinaires.
L’apparition de forces d’inertie est une bonne illustration de la non-covariance
de l’e´quation de Newton sous toutes les transformations de coordonne´es. En
effet, si R′ est acce´le´re´ par rapport a` R (Galile´en) le long d’un axe x, alors
la loi de transformation des coordonne´es est x′ = −γt2/2 + x, y′ = y, z′ = z
et t′ = t, et on voit que l’acce´le´ration dans R′, a′ satisfait la loi
ma′ = ΣF(t′, x′j) + Fe (2.13)
ou` il apparaˆıt, en plus des forces standard, une force supple´mentaire (dite
force d’inertie d’entraˆınement) donne´e par Fe = −mγex (cas le long d’un
axe x). C’est ce terme (noter le signe moins), qui fait que l’on s’enfonce dans
le sie`ge d’une voiture qui acce´le`re.
2.5 La relativite´ : principe ou the´ore`me ?
Nous avons vu que le principe de relativite´ galile´enne se de´montre a` par-
tir des lois et des postulats de Newton, cf section pre´ce´dente. Il s’agirait
donc plutoˆt d’un the´ore`me que d’un principe ? Deux e´le´ments de re´ponse.
D’abord, la re´alite´ historique est autre, puisque Galile´e a e´nonce´ ce principe
avant la formulation de la me´canique de Newton. Cela nous engage en fait
a` conside´rer le principe de Galile´e comme e´tant un postulat sur lequel s’est
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base´ Newton afin de construire sa the´orie. Ensuite, et surtout, ce postulat est
de tre`s grande importance car il de´termine en fait de fac¸on quasi-univoque
la the´orie dynamique : la seconde loi de Newton respecte le principe de re-
lativite´ galile´enne, mais une autre loi du mouvement ne le respecterait pas
ne´cessairement.
Ainsi, si la loi dynamique s’e´crivait force = cst × vitesse, au lieu de force
= masse× acce´le´ration, le principe de relativite´ galile´enne ne serait pas res-
pecte´. Nous vivrions dans un monde ou les corps isole´s occupent des places
fixes (car de vitesses nulles), et nous serions capables de de´tecter notre e´tat
de mouvement a` l’aide d’expe´riences de physique. Ceci correspond a` la vi-
sion antique, d’Aristote, de la physique. On ne peut pas vraiment blaˆmer
Aristote d’avoir pense´ cela, puisqu’en effet, du fait des frottements, un corps
qu’on lance sur une table finit par s’arreˆter et rester en place. A ces e´poques
recule´es ou il n’y avait ni trains, ni gares, ni encore ces images des astro-
nautes de la station MIR ou de la station spatiale internationale – ou l’on
voit qu’effectivement (dans le vide), un corps lance´ persiste dans son e´tat
de mouvement a` vitesse uniforme – il n’e´tait effectivement pas naturel de
songer que le principe de relativite´ de Galile´e devait eˆtre vrai. C’est meˆme
remarquable que Galile´e l’ait de´couvert si toˆt dans l’histoire de l’humanite´.
De la meˆme manie`re, si la loi dynamique s’e´crivait cette fois force = cst ×
sur-acce´le´ration (i. e. la de´rive´e temporelle de l’acce´le´ration), alors le prin-
cipe de relativite´ galile´enne serait bien suˆr valide, mais il serait aussi vrai
qu’aucun effet physique ne serait associe´ a` l’e´tat d’acce´le´ration constante
(l’acce´le´ration serait comme rien). Or nous savons que cela n’est pas vrai.
Ainsi, le principe de relativite´ est bien un postulat fondamental qui donne de
pre´cieux renseignements sur les lois de la physique, et guide leurs de´couvertes.
On peut re´sumer les paragraphes pre´ce´dents, avec H. Poincare´, en disant que
ce principe, essentiellement, indique que toutes les lois dynamiques sont du
second ordre en les de´rive´es temporelles, ni plus, ni moins. Bien suˆr, comme
tout postulat physique, il doit eˆtre ve´rifie´ expe´rimentalement. De tre`s nom-
breuses expe´riences au cours du 20e`me sie`cle ont de´montre´ sa validite´ avec
une tre`s grande pre´cision.
Concluons donc en affirmant que ce ne sont pas les lois de Newton qui
e´tablissent le principe de relativite´, c’est le principe de relativite´ qui conduit
a` la loi de Newton. Il existe cependant une autre the´orie, diffe´rente de celle
Newton, et qui incorpore le principe de relativite´ : il s’agit de la relativite´ res-
treinte d’Einstein que nous aborderons au prochain chapitre, et qui ge´ne´ralise
la dynamique Newtonienne en tenant compte du fait que rien ne peut se
de´placer plus vite que la lumie`re.
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2.6 Un texte original de Galile´e
Extrait de Galile´e, Dialogue concernant les deux plus grands syste`mes du
monde (1632) :
 Enfermez-vous avec un ami dans la cabine principale a` l’inte´rieur d’un
grand bateau et prenez avec vous des mouches, des papillons, et d’autres pe-
tits animaux volants. Prenez une grande cuve d’eau avec un poisson dedans,
suspendez une bouteille qui se vide goutte a` goutte dans un grand re´cipient
en dessous d’elle. Avec le bateau a` l’arreˆt, observez soigneusement comment
les petits animaux volent a` des vitesses e´gales vers tous les coˆte´s de la ca-
bine. Le poisson nage indiffe´remment dans toutes les directions, les gouttes
tombent dans le re´cipient en dessous, et si vous lancez quelque chose a` votre
ami, vous n’avez pas besoin de le lancer plus fort dans une direction que
dans une autre, les distances e´tant e´gales, et si vous sautez a` pieds joints,
vous franchissez des distances e´gales dans toutes les directions. Lorsque vous
aurez observe´ toutes ces choses soigneusement (bien qu’il n’y ait aucun doute
que lorsque le bateau est a` l’arreˆt, les choses doivent se passer ainsi), faites
avancer le bateau a` l’allure qui vous plaira, pour autant que la vitesse soit
uniforme [c’est-a`-dire constante] et ne fluctue pas de part et d’autre. Vous ne
verrez pas le moindre changement dans aucun des effets mentionne´s et meˆme
aucun d’eux ne vous permettra de dire si le bateau est en mouvement ou a`
l’arreˆt ... 
Chapitre 3
Rappels de gravitation
Newtonienne
3.1 The´orie de la gravitation de Newton
La the´orie de la gravitation de Newton ajoute aux postulats vus au chapitres
pre´ce´dents une expression pour la force d’attraction gravitationnelle entre
deux corps massifs. Soit deux masses M1 et M2 se´pare´es par un vecteur
r12 = M1M2, il s’exerce une force (de M1 sur M2)
F12 = −GM1M2r12|r12|3 (3.1)
3.2 E´quation de Poisson et champ gravita-
tionnel
La loi pre´ce´dente se ge´ne´ralise a` une distribution quelconque de masses et
dont la densite´ vaut ρ(x, t). On montre que la loi de Newton peut s’e´crire
sous la forme plus ge´ne´rale suivante. On introduit le potentiel gravitationnel
Φ, qui satisfait l’e´quation de Poisson :
∆Φ = 4piGρ (3.2)
ou` ρ est la densite´ de matie`re, et ∆ l’ope´rateur Laplacien. On note g = −∇Φ,
le champ gravitationnel. Alors un corps de massem, e´voluant dans le potentiel
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Φ, subit une force
F = −m~∇Φ = m~g (3.3)
c’est-a`-dire que son acce´le´ration vaut
~a = ~g = −∇Φ (3.4)
Cette dernie`re formule est capitale pour la suite. Elle indique que tous les
corps, quel que soit leur masse, sont acce´le´re´s de la meˆme fac¸on dans un
champ gravitationnel. On dit aussi qu’ils  tombent de la meˆme fac¸on .
On parle de l’universalite´ de la chute libre. Cette universalite´ signifie qu’un
champ gravitationnel n’est pas distinguable d’un champ d’acce´le´ration.
Cette observation sous-tend toute la construction de la relativite´ ge´ne´rale. Il
faut noter que cette universalite´ n’est valable (en the´orie Newtonienne) que
pour le mouvement de corps massifs dans un champ gravitationnel. Einstein
e´le`ve au rang de principe cette e´quivalence gravitation – acce´le´ration (le prin-
cipe d’e´quivalence), et cela lui permet de pre´dire quelques faits remarquables,
avant meˆme de de´duire la forme finale de la the´orie. Une pre´diction notable
est la courbure des rayons lumineux dans un champ de gravitation 1. Nous
reverrons cela plus longuement dans les chapitres ulte´rieurs.
3.3 Champ gravitationnel d’un corps sphe´rique
De´terminons rapidement le champ gravitationnel de tout corps sphe´rique en
the´orie de Newton. Soit donc une distribution ρ(r) sphe´rique de rayon R. En
coordonne´es sphe´riques, et puisque par syme´trie on a Φ = Φ(r), l’e´quation
de Poisson s’e´crit
∆Φ =
1
r2
∂r
(
r2∂rΦ
)
= 4piGρ(r) (3.5)
En inte´grant cette e´quation sur la couronne e´le´mentaire 4pir2dr, on arrive a`∫ r
0
∂r′
(
r′2∂r′Φ(r′)
)
dr′ = r2Φ(r) = G
∫ r
0
4pir′2ρ(r′)dr′ = GMint(r) (3.6)
1. En effet, si la gravitation n’est pas distinguable d’un champ d’acce´le´ration, alors
il existe autour de tout point des coordonne´es acce´le´re´es telles que la gravitation est
localement efface´e (c’est le principe d’effacement). Dans ce syste`me de coordonne´es, la
lumie`re est libe´re´e de l’influence gravitationnelle et doit donc se propager en ligne droite.
En revenant aux coordonne´es initiales ou` la gravitation n’est pas efface´e, on voit que la
lumie`re doit avoir une trajectoire courbe´e en pre´sence d’un champ gravitationnel. Voir
aussi chapitres 6, 9 et 10
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ou` Mint(r) est la masse totale comprise entre r = 0 et r. Le champ gravita-
tionnel inte´rieur (i. e. pour r < R) vaut donc g(r) = Φ′(r) = Mint(r)/r2 et
sa forme de´pend de la distribution ρ(r). En revanche le champ exte´rieur a
une forme simple. Puisque pour tout r > R, on a Mint(r) = M , ou` M est la
masse totale du corps sphe´rique, le champ exte´rieur vaut simplement
g(r) = Φ′(r) = GM/r2 (3.7)
et le potentiel vaut
Φ =
−GM
r
+ Φ∞ (3.8)
On voit donc que le champ externe est identique a` ce qu’on aurait trouve´ en
conside´rant que le corps de masse M e´tait ponctuel : la re´partition pre´cise
ρ(r) de la masse n’influe pas sur le champ exte´rieur, pour peu que l’on soit
en syme´trie sphe´rique (c’est faux sinon).
3.4 Le mouvement autour d’une masse cen-
trale
Cette section rappelle comment on obtient le mouvement des plane`tes a` partir
des formules ci-dessus. Cette section n’est pas comple`tement anodine, puisque
l’on verra des ge´ne´ralisations de ces formules dans le cas du mouvement des
plane`tes en relativite´ ge´ne´rale.
On se place dans le cas ou` la masse centrale M est bien plus lourde que la
masse du satellite m, et l’on conside`re que le re´fe´rentiel de´fini par la masse M
est inertiel 2. La force gravitationnelle du corps M s’exerc¸ant sur m e´tant une
force centrale (dirige´e vers M), on peut e´galement montrer que le mouvement
de m s’effectue ne´cessairement dans un plan. On choisit alors de travailler
en coordonne´es polaires (r, θ) dans ce plan, la masse M e´tant par de´finition
au centre, en r = 0. Une formule standard donne alors l’acce´le´ration de la
masse m dans ces coordonne´es (un point de´note une de´rive´e par rapport au
temps) :
d2r
dt2
= r¨ =
(
r¨ − rθ˙2
)
er +
(
2r˙θ˙ + rθ¨
)
eθ (3.9)
2. Cela n’est pas tout a` fait exact. Dans un espace-temps Newtonien ne contenant que
ces deux masses, c’est le re´fe´rentiel construit autour du barycentre de ces deux masses
qui est inertiel. Cependant, si la masse centrale est bien plus lourde que la masse satellite
M/m  1, alors le barycentre se confond pratiquement avec le centre de M . Pour un
traitement exact, voir le mouvement a` deux corps en the´orie de Newton – tous livres de
cours ou re´fe´rences internet.
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ou` er et eθ sont les vecteurs unitaires de la base polaire locale. Le point m est
soumis a` une force F = −GMmer/r2. Reportant dans l’e´quation de Newton
et projetant sur les vecteurs polaires, on trouve une premie`re e´quation
2r˙θ˙ + rθ¨ =
1
r
d
dt
(
r2θ˙
)
= 0 (3.10)
dont on de´duit qu’il existe une constante C, dite la constante des aires (cf.
les lois de Ke´pler), telle que C = r2θ˙ = cst (physiquement, cela correspond
quasiment au moment cine´tique J , de´fini par J = mC = cst). Cette proprie´te´
de conservation permet d’e´liminer θ˙ dans l’autre e´quation :
r¨ − rθ˙2 = −GM
r2
⇒ r¨ = −GM
r2
+
C2
r3
(3.11)
Cette e´quation s’inte`gre en multipliant d’abord par r, et on trouve (multi-
pliant par m a` la fin)
mr˙2
2
=
GMm
r
− mC
2
2r2
+ cst = −Veff(r) + E (3.12)
⇒ E = mr˙
2
2
+ Veff(r) (3.13)
ou` Veff(r) est le potentiel effectif de la variable r. Cette e´quation a la forme
standard de la conservation de l’e´nergie E d’un syste`me me´canique, ou` l’e´nergie
vaut l’e´nergie cine´tique plus l’e´nergie potentielle effective Veff(r). Cf sche´ma
en cours, et discussion sur les trois cas E > 0, E = 0, et E < 0.
On a donc re´duit le proble`me a` la re´solution d’une e´quation diffe´rentielle a`
une seule variable. Afin de re´soudre cette e´quation il est fort utile d’introduire
un changement de variable u = 1/r, et u est conside´re´e comme fonction de
θ : u(θ(t)) = 1/r(θ(t)). On notera par un prime la de´rive´e par rapport a` θ.
En de´rivant par rapport a` t on obtient donc
− r˙
r2
= u′θ˙ ⇒ r˙ = −Cu′ (3.14)
puis, a` nouveau,
r¨ = −C2u2u′′ (3.15)
Ces e´quations portent le nom de formules de Binet. Elles permettent d’e´crire
l’e´quation dynamique devient simplement :
u′′ + u =
GM
C2
(3.16)
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qui a pour solution
u =
GM
C2
+ A cos(θ + φ) (3.17)
ou` A et φ sont des constantes d’inte´gration. Par un choix d’axe, on peut
prendre φ = 0. On reconnait l’e´quation en coordonne´es polaires d’une co-
nique :
r(θ) =
1
K + A cos(θ)
(3.18)
et l’on peut finalement montrer (cf. cours) que les trajectoires sont respecti-
vement hyperboliques, paraboliques, et elliptiques selon le signe de E, positif,
nul, ou ne´gatif, ainsi que discute´ a` l’aide du potentiel effectif (cf. sche´mas en
cours).
Nous verrons plus tard que les orbites en relativite´ ge´ne´rale conservent glo-
balement ce comportement (sous certaines conditions). Les mouvements sont
en revanche un peu modifie´s. En particulier on trouve des trajectoires quasi-
elliptiques, ou` l’on montre que le grand axe tourne sur lui-meˆme lentement.
C’est la pre´cession du pe´rihe´lie, visible notamment sur l’orbite de Mercure.
Il s’agit d’une des pre´dictions et d’un des succe`s de la relativite´ ge´ne´rale, car
l’orbite de Mercure, non exactement elliptique, n’e´tait pas comprise jusqu’a`
l’ave`nement de la relativite´ ge´ne´rale.
3.5 La rotation des galaxies spirales
On e´tudie ici un cas particulier des mouvement elliptiques : le mouvement
circulaire. Dans ce cas on a r˙ = 0, et donc C2 = GMr. On note que la vitesse
circulaire v = rθ˙, et donc que C2 = r2v2. On en de´duit la vitesse circulaire
d’une masse m autour d’un objet central M :
vcirc =
√
GM
r
(3.19)
Cette formule a e´te´ de´rive´e en utilisant que la masse M e´tait ponctuelle. On
peut cependant de´montrer qu’elle reste valable du moment que la masse M
comprise dans l’orbite r est a` syme´trie sphe´rique, via le the´ore`me de Gauss
et la formule de Poisson.
C’est l’application de cette simple formule sur la vitesse circulaire dans les
galaxies qui a conduit au proble`me de la matie`re noire e´voque´ au chapitre 1.
(Les e´toiles ont en effet un mouvement quasiment circulaire dans les spirales,
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ou en tout cas en premie`re approximation). Les vitesses observe´es e´tant 2
a` 3 fois plus grandes que celles pre´dites via cette formule et le contenu en
matie`re visible, et du fait de la pre´sence de la racine carre´e, on voit qu’il
faut environ de 4 a` 9 fois plus de matie`re noire que de matie`re visible dans
les galaxies spirales pour expliquer leurs courbes de rotation. Il n’aura pas
e´chappe´ au lecteur cela dit, qu’une galaxie spirale n’est clairement pas a`
syme´trie sphe´rique, et que la formule ci-dessus ne s’applique pas telle quelle.
Cependant, la conclusion reste valable lorsque l’on fait des calculs plus exacts.
Ici nous voulions simplement illustrer le proble`me de la dynamique galactique
via quelques formules simples.
3.6 La cosmologie Newtonienne
La cosmologie Newtonienne n’a pas en soi d’historique, puisque la cosmologie
quantitative a e´te´ de`s le de´part une cosmologie relativiste fonde´e sur la rela-
tivite´ ge´ne´rale. On a cependant re´alise´ a posteriori qu’une grande partie de
la cosmologie relativiste peut eˆtre de´rive´e a` l’aide des e´quations de Newton.
Nous voulons savoir ici ce que peut dire la the´orie de Newton sur l’e´volution
d’un Univers infini et empli d’une matie`re de densite´ uniforme (cf. le principe
cosmologique et les Univers homoge`nes et isotropes, voir chapitre 11).
3.6.1 Cine´matique et loi de Hubble
Commenc¸ons par la cine´matique. L’univers e´tant homoge`ne et isotrope, il ne
peut avoir de centre. Cela implique que le mouvement de la matie`re alentour
doit apparaˆıtre le meˆme pour tous les observateurs eux-meˆmes lie´s a` de la
matie`re. Soit trois observateurs A, B et C, de trajectoires xA(t), xB(t) et
xC(t). Il est assez clair que le mouvement de la matie`re, du point de vue
de A, ne peut eˆtre que radial afin d’assurer que a` un instant ulte´rieur, la
re´partition de la matie`re, initialement homoge`ne a` l’instant t, le soit encore
a` l’instant t + dt. Cela implique que la vitesse de B par rapport a` A doit
s’e´crire comme vB/A = f(t, |AB|)AB. La meˆme loi doit s’appliquer pour le
mouvement de C : vC/A = f(t, |AC|)AC. Changeons maintenant de point
de vue et conside´rons ce que voit C. Le meˆme raisonnement s’applique et on
obtient en particulier vB/C = f(t, |CB|)CB. On a donc d’une part
vB/A = f(t, |AB|)AB
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et d’autre part, comme
vB/A =
dAB
dt
=
dAC
dt
+
dCB
dt
= vC/A + vB/C
on a, remplac¸ant et utilisant a` nouveau la relation de Chasles :
f(t, |AB|) (AC + CB) = f(t, |AC|)AC + f(t, |CB|)CB
dont on peut montrer que la seule solution est que f ne de´pende que du
temps. On a alors
vB/A = f(t)AB
pour tous A et B. Notons maintenant H cette fonction f , et prenons la norme
de cette e´quation. On obtient la loi de Hubble
v = H(t)d (3.20)
donnant la vitesse de re´cession v d’un point e´loigne´ d’une distance d. H(t)
s’appelle le parame`tre de Hubble, variable dans le temps, a` ne pas confondre
avec la constante de Hubble H0 qui est la valeur du parame`tre de Hubble a`
l’instant d’aujourd’hui a` t = t0. La loi de Hubble est la seule loi cine´matique
compatible avec le haut degre´ de syme´trie d’un Univers homoge`ne et iso-
trope a` tout instant. C’est la loi que l’on obtiendrait pour la vitesse relative
de deux points marque´s au crayon sur une toile e´lastique bidimensionnelle
que l’on e´tendrait de fac¸on homoge`ne. C’est une analogie fort utile pour
de´buter en cosmologie. L’autre analogie standard est celle d’un ballon que
l’on gonfle, des points dessine´s au crayon sur le ballon marquant, par exemple,
des galaxies. Dans ces deux cas, on voit que chaque observateur voit tous les
autres points mate´riels s’e´loigner de lui avec une vitesse proportionnelle a`
la distance. Chaque observateur a donc l’impression d’occuper une position
privile´gie´e, en l’occurrence centrale, et pourtant cet Univers n’a pas de centre
(pre´cise´ment parce que tous les observateurs s’accordent sur ce comportement
des masses).
3.6.2 Distance comobile et facteur d’e´chelle
On peut reprendre l’analogie du ballon. En deux dimensions, imaginons
plutoˆt un cercle de rayon a(t), et deux points A et B sur ce cercle. La dis-
tance entre A et B le long du cercle, vaut rAB(t) = θABa(t), ou` θAB est
l’angle constant entre A et B relativement au centre du cercle. On observe
que cette distance est le produit d’un quantite´ fixe de´pendant de A et B, et
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que l’on appellera distance comobile, par un facteur uniquement de´pendant
du temps : a(t), que l’on appellera le facteur d’e´chelle. On note ensuite que
la vitesse de re´cession entre A et B vaut
v = θABa˙(t) = a(t)θAB
a˙(t)
a(t)
= H(t)rAB
et nous remarquons que cette forme est similaire a celle trouve´e pour la loi
de Hubble. Nous allons donc chercher si, dans le cas de l’Univers homoge`ne,
l’on peut de´composer la loi de Hubble sous la forme pre´ce´dente, c’est-a`-dire
en faisant apparaˆıtre une distance comobile et un facteur d’e´chelle a(t). A
cette fin il suffit d’inte´grer la loi de Hubble pour tout couple de points A et
B :
drAB
dt
= H(t)rAB(t) ⇒ drAB
rAB
= H(t)dt ⇒ rAB = χAB exp
(∫
H(t)dt
)
On voit donc que la loi de Hubble implique l’existence d’une quantite´ fixe
χAB homoge`ne a` une distance, la distance comobile, et d’un facteur d’e´chelle
a(t) tels que la distance physique entre A et B s’e´crive
rAB(t) = a(t)χAB (3.21)
avec ln a(t) =
∫
H(t)dt, c’esy-a`-dire la relation suivante entre le parame`tre
de Hubble et le facteur d’e´chelle :
H(t) =
a˙(t)
a(t)
(3.22)
ainsi que la loi de Hubble :
vAB = H(t)rAB (3.23)
3.6.3 Dynamique de l’expansion de l’Univers
La section pre´ce´dente indique que l’e´volution de l’Univers (i. e. l’e´volution
temporelle des distances entre les points) ne de´pend que d’une seule fonction
a(t), le facteur d’e´chelle. Trouver la dynamique de l’Univers (Newtonien,
mais cela sera e´galement vrai en relativite´ ge´ne´rale) consiste donc essen-
tiellement a` trouver l’e´quation dynamique qui relie les de´rive´es de a(t) au
contenu en matie`re (respectivement au contenu en e´nergie-impulsion en re-
lativite´ ge´ne´rale).
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Pour ce faire on conside`re un point O et une sphe`re de rayon comobile
χ, i. e. de rayon physique r(t) = χa(t). Relativement a` O l’Univers est a`
syme´trie sphe´rique, et la densite´ de matie`re est homoge`ne dans l’espace. Soit
un e´le´ment de matie`re de masse m sur cette sphe`re. On peut alors mon-
trer que la re´sultante des forces gravitationnelles dues a` la matie`re exte´rieure
s’annule. Ainsi tout se passe comme si la masse m n’e´tait soumise qu’a` la gra-
vitation engendre´e par la matie`re inte´rieure a` la sphe`re, et il en re´sulte, via les
formules du chapitre 2, que l’acce´le´ration du point m (qui vaut r¨(t) = χa¨(t)
le long du vecteur polaire), est donne´e par :
χa¨ = −GMint(r)
r2
=
4piGr3ρ(t)
3r2
= −4piGχ
3
a(t)ρ(t) (3.24)
ou` ρ(t) est la densite´ de matie`re dans l’Univers a` l’instant t. Clairement,
la quantite´ de matie`re e´tant conserve´e, il est ne´cessaire que cette densite´
de´croisse lorsque l’Univers s’e´tend. On a donc
r(t)3ρ(t) = r(t0)
3ρ(t0) (3.25)
soit encore
ρ(t) =
(a0
a
)3
ρ0 (3.26)
ou` l’on note ρ0 = ρ(t0) et a0 = a(t0). Remplac¸ant dans l’e´quation dynamique,
on trouve alors (noter que les distances comobiles χ disparaissent du calcul)
a¨ = −4piGρ0a
3
0
3a2
(3.27)
Remarquons tout de suite qu’a` moins d’avoir de la matie`re ayant une e´nergie
ne´gative 3 (ρ0 < 0), on a toujours a¨ < 0, c’est-a` dire que l’Univers est tou-
jours en train de de´ce´le´rer du fait de la gravitation (s’il part d’une phase
d’expansion initiale). S’il y a suffisamment de matie`re, alors clairement a` un
certain point la gravitation l’emportera sur l’expansion et l’Univers devra
entrer dans une phase de contraction (sce´nario Big Crunch, voir plus bas).
Cette dernie`re e´quation admet pour inte´grale premie`re
a˙2
2
=
4piGρ0a
3
0
3a
+ E (3.28)
3. Ce paragraphe vaut pour la cosmologie Newtonienne seulement ! En RG il est pos-
sible d’avoir une expansion acce´le´re´e sans recourir a` une e´nergie ne´gative, mais par contre
il faut un fluide ayant une pression ne´gative et suffisamment grande.
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avec E constante d’inte´gration. C’est une e´quation similaire a` celle trouve´e
pour le mouvement a` deux corps, E jouant le roˆle de l’e´nergie totale, a˙2/2
celui de l’e´nergie cine´tique, et le potentiel effectif vaut
Veff(a) = −4piGρ0a
3
0
3a
(3.29)
Il y a, la` encore, trois cas dynamiques distincts possibles. Soit E est ne´gatif,
et on peut montrer (on le voit sur le graphe du potentiel effectif,cf. sche´ma
en cours) qu’il existe une valeur maximale pour le facteur d’e´chelle. Cette
solution (pour sa forme exacte il faut re´soudre l’e´quation diffe´rentielle) est de
type Big Bang – Big Crunch, ou` l’Univers commence a` un certain moment
avec une certaine densite´ initiale, et une expansion initiale, puis s’e´tend,
atteint sa taille maximale, et se recontracte sous l’effet de la gravitation. On
montre que a(t) tend vers ze´ro en un temps fini, atteignant ainsi la singularite´
future (ou` clairement la description Newtonienne n’est pas valide).
Les deux cas E = 0 et E > 0 sont des solutions sans Big Crunch : l’Univers
continue de s’e´tendre inde´finiment. Dans le cas E = 0 cependant, sa vitesse
d’expansion a˙ tend vers 0 pour t → ∞, tandis que dans le cas E > 0,
a˙→ cst > 0 pour t→∞.
Ces solutions continueront d’exister en relativite´ ge´ne´rale, pour peu que l’Uni-
vers soit uniquement empli de matie`re sans pression (ou aussi de la poussie`re
ou dust). La diffe´rence notable est qu’en RG la constante E s’identifiera de
fac¸on plus fondamentale a` la courbure des sections spatiales 4. La correspon-
dance sera la suivante :
• E < 0 : Univers ferme´ a` courbure spatiale positive (i. e. sphe´rique), donc
de taille fini et sans bords.
• E = 0 Univers plat (courbure spatiale nulle), infini
• E > 0 Univers ouvert a` courbure spatiale ne´gative (i. e. 3-ge´ome´trie en
selle de cheval), infini.
On note en passant, et pour clore cette e´tude dynamique que l’on retrouve
l’e´quation de Friedmann de la cosmologie relativiste, en divisant Eq. (3.28)
par a2 :
H2 =
8piGρ0a
3
0
3a3
+
E
a2
(3.30)
4. Cela n’est vrai que pour un Univers contenant seulement de la matie`re. L’introduc-
tion d’une constante cosmologique brise la correspondance entre l’e´nergie totale (i. e. aussi
la valeur de la densite´ de matie`re par rapport a` la densite´ critique) et la courbure spatiale
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c’est-a`-dire, en utilisant Eq. (3.26) :
H2 =
8piG
3
ρ+
E
a2
(3.31)
Le cas limite E = 0 correspond donc a` une densite´ spe´cifique, dite densite´
critique ρc, par
ρc =
3H2
8piG
(3.32)
(Cette densite´ critique n’est pas constante mais de´pend du temps via H(t)).
Le destin de l’Univers apparait alors tre`s simplement dans ce mode`le New-
tonien na¨ıf. Il faut mesurer la constante de Hubble aujourd’hui a` l’aide de la
loi de Hubble, en de´duire la densite´ critique, estimer la densite´ moyenne de
l’Univers aujourd’hui, et comparer ces deux valeurs. Si la densite´ aujourd’hui
est supe´rieure (respectivement infe´rieure) a` la densite´ critique, alors l’Univers
finira en Big Crunch (respectivement s’e´tendra pour toujours).
Ces ide´es ont pre´valu jusqu’a` encore assez re´cemment (et malgre´ la prise
en compte du roˆle du rayonnement e´lectromagne´tique sur la dynamique de
l’Univers - roˆle important aux e´poques primordiales mais ne´gligeable de nos
jours). Cependant la de´couverte re´cente de l’expansion acce´le´re´e de l’Uni-
vers a comple`tement bouleverse´ cette discussion. La cosmologie moderne
(qui commence avec les the´ories de l’inflation (≥ 1980), avec la cosmolo-
gie observationnelle proprement dite (≥ 1990), le proble`me de la constante
cosmologique (≥ 1990), les proble`mes de la matie`re noire et de l’e´nergie
noire (≥1990/2000)) admet dore´navant des descriptions bien plus varie´es
sur les destins possible de notre Univers. En particulier l’introduction d’une
constante cosmologique brise la correspondance entre le rapport de la densite´
a` la densite´ critique et la courbure spatiale ainsi qu’avec l’e´volution future
de l’Univers. Voir Fig. 11.1 au chapitre 11.
3.6.4 Limitations de la cosmologie Newtonienne
• Ne permet pas de prendre en compte la courbure de l’espace de fac¸on
fondamentale.
• The´orie non relativiste, or la pression d’un fluide contribue a` son e´nergie
totale, et la pression doit donc graviter, en vertu de l’e´quivalence masse-
e´nergie (E = mc2). Autrement dit la pression doit entrer dans l’e´quation
de Friedmann comple`te.
Chapitre 4
Electromagne´tisme et
covariance galile´enne
 La the´orie de la relativite´ doit son origine aux e´quations de Maxwell sur
le champ e´lectromagne´tique  — Albert Einstein
Ce chapitre ne sera pas discute´ en cours, mais est inclus en guise de com-
ple´ment. On montre que les lois de l’e´lectromagne´tisme ne sont pas compa-
tibles avec la transformation de Galile´e.
4.1 E´lectromagne´tisme et lumie`re
On doit a` Maxwell (1831-1879) une avance´e importante dans la compre´hension
des phe´nome`nes magne´tiques d’une part, et de l’e´lectricite´ d’autre part. En
effet celui ci comprend qu’il ne s’agit que de deux aspects d’un seul et meˆme
phe´nome`ne, l’e´lectromagne´tisme. En de´couleront d’une part les e´quations
correctes pour la ge´ne´ration et la propagation des champs e´lectriques et
magne´tiques, et d’autre part une ve´ritable the´orie ondulatoire de la lumie`re,
ou` celle-ci apparaˆıt en fait n’eˆtre qu’une onde de (i. e. une vibration des)
champs e´lectriques et magne´tiques qui se propagent dans l’espace. La lon-
gueur d’onde ou la fre´quence de cette onde parcoure le spectre e´lectro-
magne´tique, depuis les tre`s grandes longueurs d’ondes (hertziennes, radio),
jusqu’aux rayons gamma, en passant par les micro-ondes, l’infrarouge, la
lumie`re visible, l’UV et les rayons X.
Remarque : Ce chapitre ne fait qu’amener la proble´matique qui donne
naissance a` la relativite´ restreinte d’Einstein. Nous ne de´montrons donc pas
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toutes les formules.
E´quations de Mawxell. Ces e´quations de´crivent la dynamique du champ
e´lectrique E(x, t) et magne´tique B(x, t), e´tant donne´e une densite´ de charges
e´lectriques ρ et un courant de charges j. On a :
divE =
ρ
0
(4.1)
divB = 0 (4.2)
~rotE = −∂B
∂t
(4.3)
~rotB = µ0j + µ00
∂E
∂t
(4.4)
ou` 0 et µ0 sont deux constantes relie´es a` la vitesse de la lumie`re dans le
vide, c, par 0µ0c
2 = 1. Puisque divB = 0, il existe par the´ore`me un champ
de vecteur, nomme´ potentiel-vecteur e´lectromagne´tique A, tel que B = ~rotA.
Reportant dans la troisie`me e´quation, cela permet de montrer que le champ
e´lectrique peut s’e´crire comme
E = − ~gradV − ∂A
∂t
(4.5)
ou` V s’appelle le potentiel e´lectrique. On peut alors de´montrer (toute cette
partie ne´cessite un formulaire d’analyse vectorielle !) que les deux potentiels V
et A, a` partir desquels on peut calculer les champs e´lectriques et magne´tiques,
satisfont l’e´quation de d’Alembert :
V ≡ − 1
c2
∂2V
∂t2
+
∂2V
∂x2
+
∂2V
∂y2
+
∂2V
∂z2
=
ρ
0
(4.6)
et
A ≡ − 1
c2
∂2A
∂t2
+
∂2A
∂x2
+
∂2A
∂y2
+
∂2A
∂z2
= −µ0j (4.7)
L’ope´rateur  s’appelle le d’Alembertien.
Ondes e´lectromagne´tiques. Dans le vide (ρ = 0 et j = 0), on a simple-
ment V = 0 et A = 0. Il n’est pas difficile de de´montrer que la solution
ge´ne´rale de l’e´quation pour V , par exemple, est la suivante :
V (t, x, y, z) = f(ωt± k.x) (4.8)
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pour toute fonction f , pourvu qu’on ait la relation ω2 = k2c2. Pour clarifier,
choisissons le vecteur k selon la direction x. Alors on trouve une solution de
la forme :
V (t, x, y, z) = f(ωt± kx) (4.9)
Dans le cas ou` f = cos, il s’agit d’une onde e´lectromagne´tique monochroma-
tique se de´plac¸ant a` la vitesse c dans le sens des x croissants ou de´croissants
(selon, respectivement, le signe de ±). Sa pulsation est ω, i. e. sa fre´quence
est ν avec ω = 2piν, et sa longueur d’onde est λ = 2pi/k. Entre fre´quence et
longueur d’onde, on a la relation λ = c/ν.
En re´solvant de meˆme pour A, et en reportant dans l’expression pour le
champ e´lectrique et magne´tique, nous trouverions l’expression suivante pour
l’onde plane monochromatique (i. e. une onde lumineuse) se de´plac¸ant vers
les x croissants :
E = E0 cos(ω(t− x/c))ez (4.10)
B =
E0
c
cos(ω(t− x/c))ey (4.11)
4.2 La covariance galile´enne en difficulte´
L’e´quation de d’Alembert est en conflit imme´diat avec la covariance ga-
lile´enne. En effet, rappelons nous que le principe de relativite´ galile´enne sti-
pule que les lois de la physique doivent garder leurs formes d’un re´fe´rentiel
inertiel a` un autre. Or, avec la the´orie de Newton, on a vu la forme pre´cise des
changements de coordonne´es entre deux re´fe´rentiels inertiels. Pour simplifier
choisissons une transformation particulie`re (deux re´fe´rentiels en translation
relative uniforme selon l’axe x et qui co¨ıncident a` t = 0)
t′ = t (4.12)
x′ = x+ vt (4.13)
y′ = y (4.14)
z′ = z (4.15)
Si l’e´lectromagne´tisme e´tait covariant sous les transforme´es de Galile´e, on
aurait :
V (t, x, y, z) = 0⇒ ′V (t′, x′, y′, z′) = 0 (4.16)
Ici on peut se restreindre aux coordonne´es t et x vu le choix de re´fe´rentiels
fait. Conside´rons V comme fonction des coordonne´es prime´es, elles-meˆmes
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fonctions des coordonne´es non prime´es : V (t′(t), x′(t, x)), et de´rivons par
rapport a` t. On a
∂V (t′(t), x′(t, x))
∂t
=
∂t′
∂t
V (t′, x′)
∂t′
+
∂x′(t)
∂t
∂V (t′, x′)
∂x′
=
∂V (t′, x′)
∂t′
+v
∂V (t′, x′)
∂x′
(4.17)
On peut de´river a` nouveau et trouver
∂2V (t′(t), x′(t, x))
∂t2
=
∂2V (t′, x′)
∂t′2
+ 2v
∂2V (t′, x′)
∂x′∂t′
+ v2
∂2V (t′, x′)
∂x′2
(4.18)
Les de´rive´es partielles en x ou x′ n’apportent rien en revanche, de sorte
que l’on montre que V (t, x) ne devient pas ′V (t′, x′), mais ′V (t′, x′) +
2v∂t′x′V (t
′, x′) + v2∂x′x′V (t′, x′). Cela de´montre que l’e´quation de d’Alem-
bert, et donc toute la the´orie de Maxwell, ne sont pas covariantes sous les
transformations galile´ennes.
Une fac¸on plus simple et plus physique de voir cela est la suivante. En ad-
mettant que les e´quations de Maxwell soient correctes, et que le principe de
relativite´ soit vrai, alors il est ne´cessaire que les lois de l’e´lectromagne´tisme
gardent la meˆme forme dans un changement de re´fe´rentiel inertiel. Cela signi-
fie, comme on l’a vu ci-dessus, que la loi de transformation de coordonne´es
ne peut pas eˆtre celle de Galile´e. Mais cela signifierait aussi que l’onde plane
(la lumie`re), aurait toujours la forme trouve´e ci-dessus dans tous re´fe´rentiels.
Par conse´quent, si les e´quations de Maxwell et le principe de relativite´ sont
corrects, alors il faut que la lumie`re (dans le vide) se de´place a` la vitesse
c dans tous les re´fe´rentiels ! Cela est en contradiction manifeste avec la loi
d’addition des vitesses 1.
A la fin du 19e`me sie`cle, et pour ces raisons, il y avait un fort doute sur
la validite´ ge´ne´rale des e´quations de Maxwell. Cependant l’expe´rience (de
Michelson-Morley) est venue appuyer cette conclusion en montrant que le
mouvement de la source ou du re´cepteur ne semblait pas influer sur la vitesse
de propagation des rayons lumineux. De`s lors il fut assez naturel d’imaginer
que les rayons lumineux e´taient des ondes se propageant dans un milieu
immate´riel et de´connecte´ du monde des corps massifs. On l’appela l’e´ther,
et il e´tait tentant d’identifier cet e´ther avec l’espace absolu de Newton. Le
proble`me majeur de cette approche est la contradiction entre l’invariance de
la vitesse de la lumie`re et la formule d’additivite´ des vitesses. La relativite´
restreinte le`vera ce paradoxe.
1. On de´montre de fac¸on imme´diate, avec les transformations de Galile´e, que si un
corps A se de´place a` la vitesse v′A par rapport a` un re´fe´rentiel R′, lui meˆme se de´plac¸ant
a` la vitesse v par rapport a` un re´fe´rentiel R, alors la vitesse de A par rapport a` R vaut
vA = v + v
′
A
Chapitre 5
La the´orie de la relativite´
restreinte
Quoique relativement de´pourvus de formules mathe´matiques, les sujets traite´s
jusqu’ici restent un peu de´licats au niveau des concepts. La meilleure preuve
en est sans doute qu’il a fallu trois sie`cles d’efforts et de discussions acharne´es,
depuis Galile´e, pour arriver a` la the´orie d’Einstein. Commenc¸ons donc par
un bilan des chapitres pre´ce´dents.
• Est suppose´ le principe d’inertie, a` savoir l’existence de re´fe´rentiels pri-
vile´gie´s, dits re´fe´rentiels inertiels, qui sont tous en translation uniforme les
uns par rapport aux autres et dans lesquels la premie`re loi de Newton est
vraie 1.
• Est suppose´ le principe de relativite´ qui affirme que la physique doit
eˆtre identique dans tous les re´fe´rentiels inertiels. On peut l’e´noncer de
fac¸on e´quivalente sous la forme d’un principe de covariance, c’est-a`-dire en
reque´rant que toutes les e´quations de la physique gardent la meˆme forme
sous l’action d’un groupe de transformations de coordonne´es spe´cifique 2.
Jusqu’ici nous n’avons pas conside´re´ le groupe de transformations de co-
ordonne´es le plus ge´ne´ral, mais le groupe restreint des transformations de
coordonne´es entre re´fe´rentiels inertiels de´finis comme e´tant ceux dans les-
quels la premie`re loi de Newton est vraie 3. En the´orie de Galile´e/Newton,
1. La relativite´ ge´ne´rale reviendra sur la question naturelle que l’on se pose : pourquoi
y a-t-il des observateurs privile´gie´s ? D’ailleurs, en RG, il n’est plus vrai que les re´fe´rentiels
inertiels sont en translation uniforme les uns par rapport aux autres.
2. On donnera au chapitre 7 une caracte´risation plus pre´cise du fait que les e´quations
 gardent la meˆme forme via la notion de tenseur et d’e´quations tensorielles.
3. C’est cette restriction des changements de coordonne´es qui a conduit a` l’appellation
 relativite´ restreinte versus  relativite´ ge´ne´rale .
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il s’agit des transformations de Galile´e, dont une conse´quence notable est la
loi d’addition des vitesses. La the´orie dynamique de Newton est compatible
avec ces transformations (i. e. elle est covariante de Galile´e).
• Est de´montre´ the´oriquement que les e´quations de l’e´lectromagne´tisme (et
donc de la lumie`re), ne sont pas compatibles avec la transformation de
Galile´e.
• Est de´montre´ expe´rimentalement que la lumie`re se de´place dans le vide a`
vitesse finie, c ≈ 3×108m.s−1, et que cette vitesse est invariante dans tous
changement de re´fe´rentiels inertiels.
Le point le plus frappant est sans doute la contradiction manifeste entre
l’invariance de la vitesse de la lumie`re par changement de re´fe´rentiel, et la
formule d’addition des vitesses qui apparaˆıt pourtant comme une e´vidence
de  bon sens .
Si l’on prend au se´rieux le re´sultat expe´rimental sur l’invariance de la vi-
tesse de la lumie`re alors il devient ne´cessaire de modifier la loi d’addition des
vitesses. Or la loi d’addition des vitesses provient directement de la transfor-
mation de Galile´e, qu’il faut donc e´galement modifier. La transformation de
Galile´e, quant a` elle, est compatible avec la loi de Newton, qu’il faudra donc
e´galement modifier.
C’est le chemin qu’a emprunte´ Einstein en 1905 (quoique selon un autre
raisonnement que nous allons voir ci-dessous). Sa the´orie permet donc de :
1. Maintenir le principe de relativite´
2. Maintenir l’invariance de la vitesse de la lumie`re dans le vide
Pour ce faire, il faut de´finir une nouvelle covariance des e´quations de la
physique (ce sera la covariance de Lorentz ).
3. De´finir une ge´ne´ralisation des lois dynamiques de Newton admettant
pour groupe de covariance le groupe de Lorentz. Cela aura pour conse´-
quence inattendue la ce´le`bre formule E = mc2.
5.1 Relativite´ de la simultane´ite´
Conside´rons un instant la relativite´ galile´enne et sa loi de transformation des
coordonne´es. Soit E1 et E2 deux e´ve´nements (i. e. deux points de l’espace-
temps Newtonien). Soit (t1, x1, y1, z1) et (t2, x2, y2, z2) les coordonne´es de ces
e´ve´nements dans un re´fe´rentiel R. Il est naturel de dire que deux e´ve´nements
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sont simultane´s si et seulement si t1 = t2. Sont-ils encore simultane´s dans
un autre re´fe´rentiel R′ ? Oui, car on a vu que la loi de transformation des
coordonne´es est t′1 = t1 = t2 = t
′
2. Ainsi, dans l’espace-temps de Newton, la
simultane´ite´ entre deux e´ve´nements est une notion absolue (i. e. que tous les
observateurs s’accordent sur le fait que les deux e´ve´nements sont simultane´s).
Einstein fait la remarque cruciale que la simultane´ite´ doit devenir relative 4,
c’est-a`-dire que deux e´ve´nements simultane´s pour un observateur donne´ ne
seront pas ne´cessairement simultane´s pour un autre observateur, si l’on tient
compte du fait que la vitesse de la lumie`re est finie, et non infinie. Pour le
comprendre, il faut conside´rer la de´finition ope´rationnelle de la simultane´ite´.
Comment, concre`tement, de´cide-t-on que deux e´ve´nements qui se produisent
en deux endroits diffe´rents, se produisent en meˆme temps ?
Cette question n’est pas triviale. D’un point de vue ope´rationnel, il faut
a minima que de l’information soit transmise depuis les e´ve´nements vers
l’observateur. Einstein conside`re alors la lumie`re comme ve´hicule naturel de
cette information. Un diagramme d’espace-temps (cf. sche´ma en cours) nous
donne des indications. On peut par exemple de´cider que deux e´ve´nements
sont simultane´s si la lumie`re e´mise depuis ces deux e´ve´nements arrive en
meˆme temps au point e´quidistant entre ces deux e´ve´nements. Soit maintenant
un autre observateur (=re´fe´rentiel) qui co¨ıncide avec le premier a` t = 0 (le
moment ou` sont e´mis les rayons lumineux), se de´plac¸ant vers les x croissants
a` vitesse constante. Du fait du postulat de l’invariance de la vitesse de la
lumie`re, la lumie`re se propage encore a` c dans ce re´fe´rentiel en mouvement.
Par conse´quent le rayon e´mis par l’e´ve´nement a` gauche (cf. diagramme) doit
arriver apre`s celui e´mis par l’e´ve´nement a` droite ! Ainsi pour cet observateur
en mouvement, les deux e´ve´nements ne sont plus simultane´s.
Cela de´montre que la formule galile´enne t′ = t est inexacte. Pour donner un
sens a` cette formule, il faudrait eˆtre capable de donner un sens empirique a`
une simultane´ite´ absolue. Or l’argument pre´ce´dant montre bien qu’une telle
simultane´ite´ absolue requiert l’existence de signaux physiques se de´plac¸ant
a` une vitesse infinie. Nous retrouvons donc la` un proble`me bien connu de
la me´canique Newtonienne, dont nous n’avions pas parle´ jusqu’a` pre´sent
mais qui a fait couler beaucoup d’encre au cours des sie`cles, a` savoir que la
me´canique Newtonienne autorise les interactions a` distance et instantane´es
(un exemple en est la gravitation Newtonienne), ce qui ne semble pas naturel
(et de fait, ne l’est pas).
Einstein suppose alors que de telles interactions n’existent pas, et qu’il existe
4. Il e´crira plus tard qu’une fois avoir compris la relativite´ de la simultane´ite´, il ne lui
a fallu plus que cinq semaines pour achever la the´orie de la relativite´ restreinte.
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une limite supe´rieure a` la vitesse de toute propagation (qui n’a pas de raisons
a priori de co¨ıncider avec la vitesse de la lumie`re, mais il se trouve que c’est
le cas). Il est alors ne´cessaire de modifier la loi t = t′. C’est cette modification
qui va permettre de re´soudre le proble`me de la formule d’addition des vitesses
et sa contradiction avec le fait que la lumie`re se propage a` c dans tous les
re´fe´rentiels.
5.2 Les transformations de Lorentz
Ayant maintenant a` l’esprit que la loi de changement de coordonne´es ne
peut contenir la formule t′ = t, nous sommes en position d’obtenir la loi
correcte, que l’on appelle la transformation de Lorentz. La de´monstration
rigoureuse est plutoˆt longue (voir par exemple [1]), aussi nous emprunterons
ici quelques raccourcis sans conse´quences. Il y a plusieurs fac¸ons d’arriver
aux transformations de coordonne´es d’espace-temps (i. e. de changement de
re´fe´rentiels) qui laissent invariante la vitesse de la lumie`re. Conside´rons la
suivante.
Soit un re´fe´rentiel R, de coordonne´es (t, x, y, z). Imaginons qu’a` t = 0, depuis
l’origine du re´fe´rentiel (x = y = z = 0), on e´met pendant un instant tre`s
court de la lumie`re dans toutes les directions (i. e. on allume et on e´teint
une lampe). La lumie`re se propageant a` la vitesse c, au bout d’un temps t
la lumie`re sera re´partie sur une sphe`re de rayon R = ct. L’e´quation de cette
sphe`re, dans le re´fe´rentiel R, est
x2 + y2 + z2 = c2t2 (5.1)
Soit maintenant un autre re´fe´rentielR′, se de´plac¸ant a` la vitesse v par rapport
a`R, et mettons, dans la direction de l’axe x vers les x croissants. On choisitR′
de telle sorte que les deux re´fe´rentiels co¨ıncident a` t = 0. Pour un observateur
dans R′, la lumie`re se de´place encore a` vitesse c dans toutes les directions,
de sorte que au bout d’un temps t′, la lumie`re se re´partit sur une sphe`re
d’e´quation
x′2 + y′2 + z′2 = c2t′2 (5.2)
Nous avons donc la` une description dans deux jeux de coordonne´es diffe´rents
d’un seul et meˆme objet : la sphe`re de lumie`re a` un moment donne´. Il est
par conse´quent ne´cessaire qu’un point P donne´ quelconque atteint par cette
sphe`re ait a` la fois les coordonne´es (t, x, y, z) telles que x2 + y2 + z2 = c2t2
dans R, et les coordonne´es (t′, x′, y′, z′) telles que x′2 + y′2 + z′2 = c2t′2 dans
R′. En particulier on de´duit une relation entre les coordonne´es prime´es et
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non prime´es :
−c2t2 + x2 + y2 + z2 = −c2t′2 + x′2 + y′2 + z′2 = 0 (5.3)
[Le lecteur ve´rifiera sans peine que la transformation de Galile´e ne satisfait
pas cette loi]. On cherche une solution line´aire de la forme t′ = At + Bx et
x′ = Dt + Ex. Le second repe`re se de´plac¸ant le long de l’axe x, il est assez
naturel 5 de chercher une solution telle que y′ = y et z′ = z. On note que
l’origine du repe`re R′ est de´finie a` la fois par x′ = 0 et par x = vt dans
le re´fe´rentiel R. Ainsi on obtient donc 0 = (D + Ev)t et donc D = −Ev.
De meˆme l’origine de R a pour e´quation x = 0 et pour e´quation x′ = −vt′.
Reportant, on trouve alors D = −Av et donc aussi A = E. Nous avons donc
t′ = At+Bx (5.4)
x′ = A(x− vt) (5.5)
et y′ = y, z′ = z Reportant dans la relation trouve´e plus haut, on trouve
−c2t2 + x2 = −c2(At+Bx)2 + A2(x− vt)2
et cette relation doit valoir pour tout (t, x). En particulier si on choisit x = 0,
on obtient
−c2t2 = −c2A2t2 + A2v2t2
que l’on re´sout facilement avec
A =
1√
1− v2
c2
Cette quantite´ est si importante en relativite´ restreinte qu’on lui a donne´ un
nom : on l’appelle le facteur de Lorentz, et on le note γ.
γ =
1√
1− v2
c2
(5.6)
Par ailleurs on notera aussi la vitesse ramene´e a` la vitesse de la lumie`re par
la lettre β :
β = v/c (5.7)
5. Il est possible d’eˆtre plus pre´cis que cela : on peut de´montrer que si l’espace-temps est
homoge`ne et isotrope, alors la transformation de coordonne´es est ne´cessairement line´aire ;
on peut aussi de´montrer que ne´cessairement y′ = y et z′ = z. Mais la de´monstration
devient alors assez longue.
5.3 Addition des vitesses en relativite´ restreinte 62
Ainsi,
γ = (1− β2)−1/2 (5.8)
En posant ensuite x = 0, on re´sout pour B et on trouve B = ±γβ/c. Pour
fixer ce signe, un peu de travail supple´mentaire est ne´cessaire. Collectant les
re´sultats pre´ce´dents, nous avons :(
ct′
x′
)
=
(
γ ±γβ
−γβ γ
)
.
(
ct
x
)
(5.9)
Nous aurions pu raisonner a` l’envers, et trouver les coordonne´es de ct, x, en
fonction des coordonne´es prime´es, en notant que R se de´place a` la vitesse
−v par rapport a` R′. On aurait alors trouve´ :(
ct
x
)
=
(
γ ∓γβ
+γβ γ
)
.
(
ct′
x′
)
(5.10)
En combinant les Eqs. (5.9) et (5.10), (le faire), on trouve que le signe moins
doit eˆtre retenu. La loi de changement de coordonne´es (le long de x, pour R′
vers les x croissants) qui laissent invariant la vitesse de la lumie`re c est donc,
finalement :
ct′ = γ(ct− βx)
x′ = γ(x− βct)
y′ = y
z′ = z (5.11)
Ce sont les transformations de Lorentz. La transformation de Lorentz inverse,
donnant (ct, x, y, z) en fonction des coordonne´es prime´es s’obtient simple-
ment en changeant le signe β → −β (γ ne change pas de signe dans cette
ope´ration).
5.3 Addition des vitesses en relativite´ res-
treinte
Soit R′ se de´plac¸ant le long de x a` la vitesse u par rapport a` R. Soit un
mobile A se de´plac¸ant a` vitesse v′A par rapport a` R′. Quelle est sa vitesse vA
par rapport a` R ?
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L’e´quation de la trajectoire du mobile A dans R′ est x′A = v′At′. La transfor-
mation de Lorentz inverse (d’ou` le signe + ci-dessous) de Eq. (5.11) donne
xA
tA
=
γ (x′A + ut
′)
γ
(
t′ + ux
′
A
c2
)
Utilisant x′A = v
′
At
′, on trouve donc
vA =
u+ v′A
1 +
u v′A
c2
(5.12)
On note que cette e´quation se re´duit bien a` la formule Galile´enne vA = u+v
′
A
dans la limite non-relativiste c→∞. Par ailleurs on note qu’elle pre´dit aussi
l’invariance de la vitesse de la lumie`re. En effet si v′A = c, alors on trouve, quel
que soit u, vA = c. Ainsi est re´solu le conflit entre la covariance galile´enne
et l’invariance de la vitesse de la lumie`re : la covariance galile´enne n’est
qu’une syme´trie approche´e de la nature, valable uniquement dans le cas ou`
les vitesses en jeu sont non relativistes. Dans le cas ge´ne´ral, il faut en fait
conside´rer des e´quations covariantes de Lorentz, et non covariante de Galile´e.
Nous verrons plus bas comment cela modifie la seconde loi de Newton.
5.4 L’espace-temps devient relatif
5.4.1 Dure´es et distances
Dans les ouvrages de vulgarisation (et meˆme dans les re´fe´rences acade´miques),
on trouve souvent e´crit que, avec la relativite´ restreinte, l’espace et le temps
deviennent relatifs (parce que les transformations de Lorentz me´langent les
coordonne´es d’espace et de temps). Cette affirmation est plutoˆt vague et
preˆte a` confusion. Un ve´ritable  drame de la physique moderne est de
syste´matiquement parler du temps, alors que l’on parle en fait (de manie`re
sous-entendue) de mesures du temps, c’est a` dire de dure´es. En effet, au-
cun appareil de mesure ne peut indiquer la valeur de la coordonne´e t d’un
e´ve´nement (on peut toujours choisir que t = 0 !), en revanche une horloge
peut servir a` mesurer la dure´e qui s’e´coule entre deux e´ve´nements, c’est-a`-
dire l’intervalle de temps les se´parant. De meˆme, il faut parler de distances
spatiales entre des e´ve´nements.
Lorsque l’on affirme qu’en relativite´ restreinte l’espace-temps devient relatif,
il faut en fait comprendre le fait suivant : la dure´e se´parant deux e´ve´nements
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donne´s de´pend de l’observateur (i. e. du re´fe´rentiel), et de meˆme la distance
se´parant deux e´ve´nements. Nous allons le de´montrer ci-dessous. Avant cela, il
faut bien comprendre qu’il s’agit d’une ve´ritable re´volution pour la physique
moderne. Selon l’e´tat de mouvement, un phe´nome`ne peut eˆtre perc¸u comme
durant plus ou moins longtemps ! On parle de dilatation du temps.
En the´orie Newtonienne, en revanche, dure´es et distances sont absolues. En
effet la dure´e se´parant deux e´ve´nements t1 et t2 vaut ∆t = t2− t1, et, puisque
t′ = t, clairement, ∆t′ = ∆t. On dit que le temps Newtonien est absolu.
De meˆme, la distance d entre deux e´ve´nements, vaut, on l’a vu (chp. 2.1)
d2 = (x2−x1)2 + (y2− y1)2 + (z2− z1)2, et il est aise´ de de´montre´ que d′ = d.
L’espace est lui aussi absolu. Cela n’est plus vrai en relativite´ restreinte,
comme le montre l’application des transformations de Lorentz.
5.4.2 Dilatation du temps et rythme des horloges
Oublions (sans perte de ge´ne´ralite´) les coordonne´es y et z et travaillons sur
les coordonne´es t, x. Soit avec un re´fe´rentiel R′ en mouvement par rapport
a` R a` la vitesse v vers les x croissants. Conside´rons deux e´ve´nements E1
et E2 de coordonne´es t1 = 0, x1 = 0 et t2 = T, x2 = 0. Pour l’observateur
lie´ au re´fe´rentiel R, la dure´e se´parant ces deux e´ve´nements vaut donc ∆t =
t2 − t1 = T .
Appliquons maintenant la transformation de Lorentz afin de de´terminer les
coordonne´es prime´es des e´ve´nements E1 et E2. On trouve sans peine t
′
1 = 0
et x′1 = 0, et puis t
′
2 = γT et x
′
2 = −γβcT . Ainsi, pour l’observateur lie´ au
re´fe´rentielR′, la dure´e se´parant les deux e´ve´nements vaut ∆t′ = t′2−t′1 = γT .
Notons que γ est ne´cessairement plus grand que 1 (voir sa de´finition), de sorte
que
∆t′ = γδt > ∆t (5.13)
Cette formule, valable pour toute vitesse v, indique que la dure´e mesure´e
entre deux e´ve´nements dans tout re´fe´rentiel est toujours plus grande que la
dure´e mesure´e dans le re´fe´rentiel ou` ces deux e´ve´nements se produisent au
meˆme point. On appelle cet effet la dilatation du temps. On appelle temps
propre la dure´e entre deux e´ve´nements se produisant au meˆme point d’espace
(ici ∆t). Le temps propre (i. e. la dure´e propre) est note´e en ge´ne´ral par la
lettre τ (i. e. ∆τ). La formule pre´ce´dente s’e´crit donc
∆t′ = γ∆τ (5.14)
Interpre´tons cette formule en termes de mesures de dure´es a` l’aide d’horloges.
Une horloge a une certaine pe´riode propre qui vaut n secondes. Soit une telle
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horloge associe´e a` l’observateurR. Entre deux  tics de l’horloge, il s’e´coule,
selon R, n secondes. Selon R′, en revanche, il s’e´coule n′ = γn > n secondes.
La pe´riode de l’horloge deR, du point de vue deR′, est donc augmente´e d’un
facteur γ, et inversement, la fre´quence de l’horloge est diminue´e d’un facteur
1/γ. L’observateurR′ perc¸oit donc que l’horloge deR bat plus lentement que
ce qu’elle devrait 6. Mais, toujours du point de vue de R′, c’est le re´fe´rentiel
R qui est en mouvement. Ainsi on arrive a` la conclusion que, dans tout
re´fe´rentiel en mouvement (par rapport a` un re´fe´rentiel donne´), les horloges
ralentissent, ou, pour ainsi dire, que le temps s’e´coule plus lentement.
Conside´rons a` titre d’exemple le voyage spatial. Un vaisseau se rend depuis
la Terre jusqu’a` l’autre bout de la galaxie, et parcours ainsi, disons, 100 000
anne´es-lumie`re. Supposons que le vaisseau se de´place a` une vitesse tre`s proche
de celle de la lumie`re (par rapport a` la Terre). Ainsi, pour l’observateur ter-
restre, le voyage dure environ T = 100000 ans. Quelle est la dure´e du voyage
pour le passager ? Cette dure´e est la dure´e propre pour le voyageur. Cette
dure´e propre est celle mesure´e par l’horloge de bord, car dans le re´fe´rentiel
du vaisseau, l’horloge est fixe. Il s’agit donc bien d’une dure´e propre que l’on
note τ . La dure´e mesure´e par l’observateur terrestre est relie´e a` cette dure´e
propre via la formule ci-dessus Eq. (5.14). Ainsi, on a T = γτ . Si le facteur
γ est suffisamment grand (par exemple γ = 5000, c’est-a`-dire si le vaisseau
se de´place a` une vitesse tre`s proche de celle de la lumie`re), alors, pour le
voyageur, le voyage ne dure que τ = T/γ ≈ 20 ans. Il est donc possible de
traverser la galaxie en quelques anne´es seulement (pour le voyageur) ! La re-
lativite´ restreinte rend donc plausible le voyage interstellaire. En revanche, il
nous est tout a` fait impossible a` l’heure actuelle de concevoir des propulseurs
qui permettraient a` un tel vaisseau d’atteindre des vitesses aussi grandes.
5.4.3 Contraction des longueurs
Montrons maintenant qu’une re`gle se de´plac¸ant par rapport a` R apparaˆıt
contracte´e. Soit une re`gle au repos dans le re´fe´rentiel R′ : les deux extre´mite´s
sont situe´s a` x′1 = 0 et x
′
2 = L0. On appelle L0 la longueur propre de la
re`gle (dans le re´fe´rentiel ou` elle est immobile). Comment est mesure´e cette
longueur dans R, alors que la re`gle est en mouvement ? Une fac¸on de faire est
de prendre une  photographie de la re`gle en mouvement, et d’en mesurer la
6. Par cela on entend que l’horloge de R bat plus lentement qu’une horloge identique
emporte´ par R′
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longueur 7. Cela signifie ici que pour mesurer cette longueur, il faut mesurer
la distance se´parant les deux extre´mite´s a` un instant donne´, donc il faut que
∆t = 0. La loi de Lorentz nous donne ∆x′ = γ(∆x− βc∆t). Avec ∆x′ = L0,
∆t = 0, et ∆x = L, on a
L =
L0
γ
(5.15)
La longueur de la re`gle en mouvement est donc plus courte d’un facteur 1/γ.
5.5 Ge´ome´trie de la relativite´ restreinte : l’es-
pace temps de Minkowski
En premie`re lecture on peut omettre la section 5.5.3 qui est plus technique.
5.5.1 Distance pseudo-euclidienne et me´trique
La premie`re question (ge´ome´trique) qui vient a` l’esprit est de savoir si l’on
a encore une notion de distance en relativite´ restreinte. Une bonne notion
de distance serait une distance qui soit invariante, i. e. sur laquelle tous les
observateurs s’accordent. Or on a vu que ni la dure´e ni la longueur ne sont de
tels invariants (dilatation du temps, contraction des longueurs). En revanche,
on peut montrer que la combinaison
s2 = −c2(t2 − t1)2 + (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2 (5.16)
pour deux e´ve´nements E1 et E2 de coordonne´es (t1,x1) et (t2,x2) est une
quantite´ invariante sous les transformations de Lorentz. [On l’a vu et on l’a
de´ja` utilise´ dans le cas ou` s2 = 0, mais cela est vrai aussi pour toutes valeurs
de s2]. On nomme cette quantite´ l’intervalle. C’est un bon candidat pour une
notion de  distance dans l’espace-temps, hormis, bien suˆr, que l’intervalle
n’est pas de´fini positif. On dit que l’intervalle est :
• De genre espace si s2 > 0 (spacelike)
• De genre lumie`re si s2 = 0 (lightlike ou null)
• De genre temps si s2 < 0 (timelike)
7. C’est-a`-dire que dans R, nous avons deux observateurs se´pare´s d’une distance L, qui
simultane´ment sont situe´s en face des deux extre´mite´s de la re`gle en mouvement.
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Noter que le carre´ est simplement une notation d’usage. De fac¸on diffe´rentielle,
l’intervalle e´le´mentaire vaut
ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 = −c2dt2 + dx2 (5.17)
L’espace-temps de la relativite´ restreinte (ou de Minkowski) est toujours un
espace vectoriel. On peut donc poser quatre vecteurs de base (e0, e1, e2, e3)
et de´finir un  produit scalaire (entre guillemets car il est non de´fini positif)
tel que 8
e0.e0 = −1 e0.ei = 0 ei.ej = δij
On peut alors former la matrice de ces produits scalaires (comparer au cas
Newtonien en Section 2.1 !)
ηµν = [eµ.eν ] =

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

que l’on appellera la me´trique de l’espace temps de Minkowski. Ici nous
rencontrons une notation qui sera syste´matique dans la suite : les indices
grecs tels que µ prennent les valeurs 0, 1, 2, ou 3 ; les indices latins, comme i,
ne prennent pour valeurs que 1, 2, 3. La valeur 0 est re´serve´e a` la composante
temporelle, les valeurs i aux composantes spatiales. Ainsi la me´trique est un
objet ηµν a 16 composantes, que l’on peut en l’occurrence ranger dans une
matrice syme´trique re´elle.
La diffe´rence essentielle avec le cas Newtonien est le signe  moins pour
le produit e0.e0 = −1, qui singularise la dimension temporelle par rapport
aux dimensions (spatiales). La me´trique comprenant ce signe ne´gatif, on dit
qu’elle est de signature Lorentzienne ou encore hyperbolique (un signe moins,
d−1 signes plus, ou` d = 4 est la dimension de l’espace-temps, par opposition
a` une signature euclidienne, qui ne comporterait que des signes plus).
C’est la signature particulie`re de cette me´trique qui explique la notation sui-
vante pour l’espace de Minkowski : R3,1. En termes strictement mathe´matique,
l’espace de Minkowski n’est rien d’autre que l’espace vectoriel R4 sur R muni
d’une forme biline´aire syme´trique et non-de´ge´ne´re´e, dont la forme quadra-
tique associe´e est de signature (1, 3) (voir cours d’alge`bre biline´aire).
8. La bonne notion mathe´matique ici n’est pas celle du produit scalaire, car celui-ci
est par de´finition de´fini positif. Il faut plutoˆt parler d’une forme biline´aire syme´trique
non-de´ge´ne´re´e. Par abus de langage on continuera a` parler de produit scalaire dans la
suite.
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Remarque : A partir de cette section, et dans toute la suite de ce cours,
nous choisirons la signature (−,+,+,+) pour la me´trique. Un autre choix,
tout a` fait e´quivalent, serait de conside´rer (+,−,−,−). Les physiciens tra-
vaillant en gravitation privile´gient en ge´ne´ral la premie`re, les physiciens des
particules la seconde. Il faut toujours faire attention aux conventions utilise´es
par les auteurs, puisque nombre de formules changent de signe d’un ouvrage
a` l’autre, selon la convention utilise´e.
5.5.2 Vecteurs et notations quadri dimensionnelles
Soit un syste`me de coordonne´es (SC) carte´siennes dans l’espace de Min-
kowski. Soit M un point de coordonne´es (t, x, y, z). Le vecteur position OM
s’e´crit, dans la base canonique eµ :
OM =
µ=3∑
µ=0
xµeµ = x
µeµ (convention d’Einstein) (5.18)
ou` l’on a utilise´ la notation x0 = ct, x1 = x, x2 = y, et x3 = z. Les coor-
donne´es xµ de M sont donc aussi les composantes du vecteur OM dans la
base canonique eµ. De fac¸on plus ge´ne´rale, tout vecteur v dans l’espace de
Minkowski peut s’e´crire sous la forme
v = vµeµ (5.19)
ou` les vµ sont les composantes, dites contravariantes, du vecteur v. Il est
alors d’usage de commettre l’abus de langage suivant : on de´signera souvent
un vecteur v par ses composantes, et on parlera du  vecteur vµ . Ce faisant,
il ne faudra pas oublier qu’on entend en fait l’Eq. (5.19). La pseudo-norme
(Lorentzienne) d’un vecteur v est simplement obtenue en prenant le produit
scalaire du vecteur avec lui-meˆme, comme dans le cas Euclidien :
v2 = (vµeµ) . (v
νeν) = eµ.eνv
µvν = ηµνv
µvν (5.20)
On introduit alors les composantes covariantes du vecteur v : par de´finition
vµ ≡ ηµνvν (5.21)
de telle sorte que, effectuant la somme implicite, si vµ = (v0, vi), alors vµ =
(v0, vi) avec v0 = −v0 et vi = vi. En ces termes le carre´ d’un vecteur s’e´crit
simplement
v2 = vµv
µ (5.22)
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Les indices contravariants sont en haut, les indices covariants en bas. Dans
ces notations, l’intervalle entre deux points M et M ′ de coordonne´es xµ et
x′µ est
s2MM ′ = −c2(x′0 − x0)2 + (x′1 − x1)2 + (x′2 − x2)2 + (x′3 − x3)2
= ηµν(x
′µ − xµ)(x′ν − xν) = (x′µ − xµ)(x′µ − xµ) = MM′2
(5.23)
[Attention le prime ici n’indique pas une transformation de Lorentz, mais les
coordonne´es du point M ′]. Entre deux points infiniment proches, l’intervalle
e´le´mentaire s’e´crit donc
ds2 = ηµνdx
µdxν = dxµdx
µ (5.24)
5.5.3 Retour sur les transformations de Lorentz
Les composantes du vecteur position xµ d’un point M de l’espace-temps,
sont, on le sait, transforme´es en des coordonne´es prime´es x′µ donne´es par
la transformation de Lorentz, c’est-a`-dire lorsque conside´re´es dans un autre
re´fe´rentiel R′. On peut e´crire cette transformation de la fac¸on suivante :
x′µ = Λµνx
ν (5.25)
ou` Λµν est une matrice. Dans le cas d’une transformation de Lorentz (boost
en anglais) le long de x, on sait que cette matrice vaut
Λµν =

γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

cf. Eq. (5.11). De fac¸on diffe´rentielle,
dx′µ = Λµνdx
ν (5.26)
L’invariance de l’intervalle e´le´mentaire signifie que ds′2 = ds2. Or on a :
ds′2 = ηµνdx′µdx′ν
= ηµνΛ
µ
ρΛ
ν
σdx
ρdxσ
et donc pour respecter l’invariance de l’intervalle il est ne´cessaire que la
matrice de Lorentz satisfasse
ηµνΛ
µ
ρΛ
ν
σ = ηρσ (5.27)
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On pourra ve´rifier a` titre d’exercice que c’est effectivement le cas.
Conside´rons maintenant un de´placement e´le´mentaire dM = dxµeµ. Claire-
ment cet objet e´tant un vecteur sur l’espace de Minkowski reliant deux points
donne´s, sa valeur ne doit pas changer dans un changement de coordonne´es. Il
faut donc que dans une transformation de Lorentz dx′µe′µ = dxµeµ. Comme
dx′µ = Λµνdx
ν , on en de´duit que les vecteurs de base du nouveau re´fe´rentiel
R′ sont relie´s aux vecteurs de base de R par
eν = Λ
µ
νe
′
µ (5.28)
On peut inverser cette relation en de´finissant la matrice de Lorentz inverse
Λ νµ [noter la position diffe´rente des indices, conventionnelle, pour indiquer
qu’il s’agit de la matrice inverse tout en conservant le meˆme symbole Λ] telle
que
ΛµρΛ
ρ
ν = δ
ν
µ
ou` l’on a introduit le symbole de Kronecker 4-dimensionnel. Alors, multipliant
Eq. (5.28) par Λ νρ , on obtient
Λ νρ eν = Λ
ν
ρ Λ
µ
νe
′
µ (5.29)
soit donc
e′ρ = Λ νρ eν (5.30)
Explicitons ce re´sultat, en oubliant les coordonne´es y et z. La matrice inverse
de Lorentz, on l’a vu, s’obtient tre`s simplement en inversant le signe de la
vitesse. Par conse´quent l’e´quation pre´ce´dente s’e´crit :(
e′0
e′1
)
=
(
γ γβ
γβ γ
)
.
(
e0
e1
)
(5.31)
et donc on a
e′0 = γ(e0 + βe1)
e′1 = γ(βe0 + e1) (5.32)
Cela va nous permettre de construire les diagrammes d’espace-temps et d’ex-
pliciter la fac¸on dont est vu l’espace-temps par l’observateur R′.
5.5.4 Coˆne de lumie`re et diagrammes d’espace-temps
Repre´sentons l’espace-temps de Minkowski avec une seule dimension spatiale
x, et la dimension temporelle ct. Portons sur ce sche´ma la trajectoire des
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rayons lumineux. Ils ont pour e´quations x = ±ct, et sont donc repre´sente´s
par des lignes droites a` 45 degre´s. Ces deux lignes de´finissent le coˆne de
lumie`re, depuis l’origine O. Si l’on inclu une autre dimension spatiale y, on
voit la forme d’un coˆne (cf. Fig. 5.1 ci-dessous). En quatre dimensions en
revanche le coˆne de lumie`re est plus difficile a` se repre´senter : il s’agit de
sphe`res concentriques augmentant de rayon avec le temps qui passe.
Les points M situe´s dans la partie supe´rieure du coˆne peuvent eˆtre atteints
depuis O en se de´plac¸ant moins vite que la lumie`re, c’est-a`-dire encore par un
chemin partout de genre temps (ds2 < 0 tout le long de la trajectoire). On
dit qu’ils forment le futur de O. Les points situe´s dans la partie infe´rieure du
coˆne peuvent influencer la physique en O par des interaction subluminiques.
On dit qu’ils forment le passe´ de O. Tous les autres points ne peuvent pas eˆtre
en contact causal avec O, a` moins de disposer de signaux se propageant plus
vite que la lumie`re, ce qui semble ne pas exister (on verra d’ailleurs dans
la suite qu’une particule massive ne peut jamais de´passer la vitesse de la
lumie`re). On l’appelle l’ailleurs. De fac¸on assez inte´ressante, on voit donc sur
la figure Fig 5.1 que, a` tout instant, l’espace n’existe pas pour l’observateur
O. Ce dernier ne fait jamais que reconstruire l’espace a` l’aide les informations
issues de son passe´.
Figure 5.1 – Le coˆne de lumie`re
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Remarque : on peut montrer que le signe de t2− t1 entre deux e´ve´nements
E1 et E2 est un invariant de Lorentz, pour peu que l’intervalle entre ces
deux e´ve´nements soit de genre temps, ce qui donne donc du sens aux notions
(absolues) de futur et de passe´ utilise´es plus haut.
Pour terminer, illustrons les re´sultats trouve´s en section 5.3.3, notamment sur
la transformations des vecteurs de base lors d’une transformation de Lorentz
(dite aussi un boost). Les formules Eqs. (5.32) impliquent le graphe suivant,
en vue de coupe (Fig. 5.2), puisque les axes prime´s sont engendre´s par les
vecteurs de base prime´s. On note aussi que la simultane´ite´ dans le re´fe´rentiel
R′, de´finie par t′ = cst est diffe´rente de celle de´finie dans R. Les lignes rouges
figurent le coˆne de lumie`re.
Figure 5.2 – Transformations des coordonne´es dans un boost le long de x.
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La section pre´ce´dente traitait de la ge´ome´trie de l’espace-temps de la relati-
vite´ restreinte. Nous pouvons maintenant passer a` l’e´tude des mouvements
des particules massives.
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5.6.1 Trajectoires et temps propre
Un corps ponctuel de´finit une courbe (continue) dans l’espace-temps. On
l’appelle sa ligne d’Univers. Il y a plusieurs fac¸ons de la de´finir. On pourrait
se donner cette ligne d’Univers par l’ensemble des lieux x(t) en fonction du
temps t d’un re´fe´rentiel R. C’est ce qu’on fait en ge´ne´ral en me´canique New-
tonienne. Cela ame`nerait a` une notion de vitesse coordonne´e de la particule
de´finie comme
v =
dx(t)
dt
(5.33)
Cette parame´trisation n’est pas tre`s commode par contre puisque t′ 6= t
dans un autre re´fe´rentiel. Il est donc naturel d’introduire un parame`tre re´el
indexant la position dans l’espace et dans le temps de la particule. On se
donne donc la ligne d’Univers par quatre fonctions xµ(λ), ou` λ est ledit
parame`tre. On peut toujours retrouver une parame´trisation de type newto-
nienne en utilisant que t(λ) peut s’inverser pour trouver λ en fonction de t,
et donc x(λ) = x(λ(t)).
Bien que l’on puisse choisir tout parame`tre λ, on utilisera souvent le temps
propre de la particule (i. e. le temps indique´ par une horloge embarque´e avec
la particule), qui a l’avantage d’eˆtre un invariant de Lorentz. Rappelons en
effet que l’intervalle e´le´mentaire s’e´crit
ds2 = −c2dt2 + dx2 = −c2dt2
(
1−
(
dx
cdt
)2)
= −c2dt2 (1− β2) = −c2dt2
γ2
de sorte que le temps propre e´le´mentaire dτ est relie´ de fac¸on tre`s simple a`
l’intervalle e´le´mentaire via :
ds2 = −c2dτ 2 (5.34)
ou` l’on rappelle l’expression du temps propre dτ en fonction du temps coor-
donne´ :
dτ =
dt
γ
(5.35)
(γ est re´el pourvu que la vitesse coordonne´e n’exce`de pas la vitesse de la
lumie`re !). Si, par contre, on veut de´crire la trajectoire d’un photon, on ne
peut utiliser le temps propre du photon. En effet on a ds2 = 0 le long de
la trajectoire du photon, et donc dτ = 0 (ce qui signifie que si le photon
pouvait embarquer avec lui une horloge, cette horloge serait fige´e, ce dont on
peut de´duire (entre guillemets seulement), que le temps n’avance pas pour
les photons). Le temps propre n’est donc pas un parame`tre approprie´ le long
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de la trajectoire des photons. En revanche pour les particules massives se
de´plac¸ant moins vite que la lumie`re, on a dτ > 0 et donc le temps propre τ
le long de la trajectoire est un parame`tre admissible.
Dans la suite nous conside´rons donc une ligne d’Univers parame´tre´e par son
temps propre : xµ(τ).
5.6.2 Quadri-vitesse, impulsion, acce´le´ration
Par de´finition, la quadrivitesse d’un corps ponctuel est un 4-vecteur
Uµ =
dxµ(τ)
dτ
=
(
cdt
dτ
,
dxi
dτ
)
(5.36)
Puisque, par de´finition, dt/dτ = γ, on peut exprimer cette quadrivitesse en
fonction de la vitesse coordonne´e v ou β = v/c (il est sous entendu ici que
β est un 3-vecteur malgre´ l’absence de la notation en caracte`re gras) :
Uµ = (γc, γβc) (5.37)
La quadrivitesse en indices bas (covariants) est donc
Uµ = (−γc, γβc) (5.38)
et la norme de la (quadri)vitesse vaut donc
U2 = UµUµ = −γ2c2 + γ2β2c2 = −c2γ2(1− β2) = −c2 (5.39)
et on note qu’elle est constante. Nous voulons maintenant ge´ne´raliser la no-
tion Newtonienne d’impulsion d’une particule de masse m : pN = mv. Le
plus direct semble de former la quadri-impulsion ainsi :
P µ = mUµ = (γmc,mγβc) (5.40)
La composante spatiale est donc mγβc = γpN : la 3-impulsion relativiste p
vaut l’impulsion Newtonienne multiplie´e par le facteur de Lorentz γ.
p = γmv (5.41)
A quoi peut correspondre la composante temporelle ? On note que γmc est
homoge`ne a` une e´nergie divise´e par c, et cela sugge`re de poser que l’e´nergie
de la particule vaut
E = γmc2 (5.42)
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Dans le cas ou` la particule est au repos, on a γ = 1 et donc
E = mc2 (5.43)
qui est sans conteste la formule la plus ce´le`bre de la physique. Cependant ce
n’est pas l’expression la plus ge´ne´rale : celle-ci contient un facteur γ pour une
particule en mouvement. Si l’on de´veloppe γ en puissance de 1/c, on obtient
E = mc2 +
1
2
mv2 +O(1/c2) (5.44)
c’est-a`-dire, l’e´nergie de masse, puis l’e´nergie cine´tique Newtonienne, puis
des corrections relativistes. Il faut aussi noter que γ diverge lorsque v → c
i. e. lorsque β → 1. Ainsi on voit de´ja` (sans avoir encore la loi dynamique)
qu’il faudrait de´penser une e´nergie infinie pour qu’un corps massif atteigne la
vitesse de la lumie`re. C’est clairement impossible et la vitesse de la lumie`re
apparaˆıt alors comme inde´passable, justifiant a posteriori l’hypothe`se faite
au tout de´but (revoir section 5.1).
L’identification de l’e´nergie avec cP 0 n’a pas e´te´ justifie´e outre mesure ici,
et semble donc contestable. En fait il faudrait introduire le formalisme ha-
miltonien pour identifier de fac¸on controˆle´e l’e´nergie au hamiltonien, et l’on
retrouve alors le re´sultat E = γmc2 (voir aussi section suivante pour une
autre justification). Notons enfin que le carre´ de la quadri-impulsion vaut
−m2c2, mais qu’il vaut aussi −E2/c2 + p2, et donc on a
E2 = m2c4 + p2c2 (5.45)
Cette formule est plus utile que les pre´ce´dentes puisqu’elle permet aussi de
couvrir le cas de particules sans masse, tels les photons. Auquel cas on trouve
E = |p|c (5.46)
Finalement en rede´rivant la quadrivitesse par rapport au temps propre, on
trouve la quadri acce´le´ration
Aµ =
dUµ
dτ
(5.47)
On note qu’elle est (quadri)orthogonale a` la (quadri)vitesse puisque U2 = cst
implique que
AµUµ = 0 (5.48)
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5.7 Dynamique
On lit souvent, notamment dans le cadre du traitement du paradoxe des
jumeaux (et meˆme parfois dans des livres acade´miques), que la relativite´
restreinte ne peut de´crire autre chose que des trajectoires a` vitesse constante.
C’est bien entendu faux. D’ailleurs la section pre´ce´dente traitait de lignes
d’Univers quelconques (de genre temps).
La seconde loi de Newton s’e´crit dpN/dt = ΣF. La ge´ne´ralisation relativiste
est donc directe, et l’e´quation dynamique s’e´crit
dP µ
dτ
= ΣF µ (5.49)
ou` l’on introduit des quadriforces dont il s’agira de trouver l’expression. En
ge´ne´ral, la masse peut varier sous l’effet d’une force (en relativite´ restreinte),
mais supposons pour simplifier que la masse est constante. Dans ce cas
dP µ
dτ
= mAµ
Par conse´quent
Uµ
dP µ
dτ
= 0
Ainsi, multipliant l’ Eq. (5.49) par Uµ, on voit que
0 = F µUµ = γc
(
−F 0 + F.~β
)
de sorte que la composante temporelle de la quadriforce a ne´cessairement
l’expression
F 0 = F.~β (5.50)
Pour faire le lien avec la loi de Newton, posons ensuite F = γFN , et donc
F 0 = γFN .~β. L’e´quation dynamique devient alors, utilisant dτ = dt/γ :
dP µ
dτ
= γ
(
d
dt
(
E
c
)
,
d
dt
(γmv)
)
= γ
(
FN .~β,FN
)
c’est-a`-dire, terme a` terme
dE
dt
= FN .v (5.51)
dp
dt
= FN (5.52)
(5.53)
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avec les expressions E = γmc2 et p = γmv. La premie`re e´quation justifie
l’identification de P 0 avec E/c puisqu’on reconnaˆıt dans le membre de droite
l’expression de la puissance en the´orie Newtonienne, et usant du fait, par
ailleurs, que par de´finition la puissance vaut la de´rive´e de l’e´nergie par rap-
port au temps. La seconde e´quation est quasiment identique a` la seconde loi
de Newton, au facteur γ pre`s. Il s’agit bien, dans le membre de droite, de
la force Newtonienne, puisqu’on peut toujours se placer dans un re´fe´rentiel
instantane´ment comobile avec la particule, et dans lequel γ vaut 1.
Concluons par un mot sur la covariance de cette e´quation dynamique Eq. (5.49).
L’e´quation est manifestement covariante de Lorentz si et seulement si les qua-
driforces se transforment comme des vecteurs. En effet, on sait que le vecteur
position se transforme comme
x′µ(τ) = Λµνx
ν(τ),
le temps propre e´tant un invariant de Lorentz. Pour cette meˆme raison, les
de´rive´es (quadri-vitesse et quadri-acce´le´ration) se transforment e´galement de
cette fac¸on. Ainsi en va-t-il donc aussi de la de´rive´e de la quadri-impulsion,
la masse de la particule e´tant e´videmment invariante sous les changements
de coordonne´es. Donc, dans une transformation de Lorentz, on a :
dP ′µ
dτ
= Λµν
dP ν
dτ
et l’e´quation dynamique ge´ne´ralisant la seconde loi, Eq. (5.49), conservera
sa forme dans tous changements de re´fe´rentiels inertiels pour peu que les
quadriforces se transforment e´galement selon
F ′µ = ΛµνF
ν
c’est-a`-dire, si elles se transforment comme un 4-vecteur. Dit autrement, les
seules quadriforces admissibles sont celles s’exprimant comme un 4-vecteur,
sous peine de briser la covariance de Lorentz et donc le principe de rela-
tivite´ restreinte. Les forces e´lectromagne´tiques, en particulier, sont bien 4-
vectorielles.
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Aborde´ en TD.
Troisie`me partie
La the´orie de la relativite´
ge´ne´rale
Chapitre 6
Vers l’espace-temps courbe
6.1 Comment faire une gravitation relativiste ?
Au premier abord construire une the´orie relativiste de la gravitation semble
assez simple. Il suffit a priori de rendre relativiste les e´quations fondamentales
de la gravitation Newtonienne, a` savoir l’e´quation de Poisson, et l’e´quation
donnant la force subit par une particule-test 1.
Ainsi on e´crirait naturellement la the´orie la plus simple qui soit, a` savoir :
Φ = 4piGρ (6.1)
ou`
 = − 1
c2
∂2
∂t2
+
∂2
∂x2
+
∂2
∂y2
+
∂2
∂z2
(6.2)
est l’ope´rateur d’Alembertien. La 4-force subit par la particule massive serait
par exemple
Fµ = −m ∂Φ
∂xµ
(6.3)
Remarque : quelques notations. Il existe une fac¸on compacte d’e´crire le
d’Alembertien, a` l’aide de la me´trique plate ηµν et de son inverse qui vaut
ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) dans un syste`me de coordonne´es carte´siennes, et de la
re`gle permettant de monter et descendre les indices :
 = ηµν ∂
∂xµ
∂
∂xν
= ηµν∂µ∂ν = ∂µ∂
µ (6.4)
1. Par de´finition c’est une particule de masse infinite´simale de telle sorte qu’on puisse
ne´gliger l’effet de son propre champ de gravitation sur sa propre trajectoire
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ou` l’on e´crit
∂µ =
∂
∂xµ
(6.5)
La the´orie pre´ce´dente a un proble`me imme´diat : elle n’est pas covariante de
Lorentz. Le membre de gauche Φ est bien covariant de Lorentz, et meˆme
un invariant de Lorentz (cf TD) mais le membre de droite ne l’est pas. Cela
est du a` la contraction des longueurs : dans un boost de Lorentz, une boite
de taille L3 contenant de la matie`re est contracte´e en une boite de taille
L3/γ, de sorte que la densite´ n’est pas un invariant de Lorentz. On pourrait
cependant reme´dier a` cela en utilisant une quantite´ que nous de´finirons plus
loin, le tenseur-e´nergie impulsion Tµν , et en particulier sa trace T ≡ T µµ , qui
est bien un invariant de Lorentz. On peut alors de´finir la the´orie suivante :
Φ = 4piGT (6.6)
et
Fµ = −m∂µΦ (6.7)
et cela suffit a` caracte´riser comple`tement la the´orie gravitationnelle. C’est
l’exemple le plus simple de ce qu’on appelle une the´orie scalaire de la gravi-
tation. On parle d’une the´orie scalaire en re´fe´rence au champ Φ qui est un
champ scalaire (c’est-a`-dire une fonction) sur l’espace-temps de Minkowski 2.
Dans une telle the´orie, la gravitation apparait comme une force tout a` fait
standard, au meˆme titre que l’e´lectromagne´tisme rencontre´ pre´ce´demment (cf
TD) : la matie`re (plus pre´cise´ment l’e´nergie-impulsion) agit comme source
du potentiel gravitationnel Φ, et le champ gravitationnel ∂µΦ re´agit sur le
mouvement des sources.
Le proble`me majeur de cette the´orie est qu’elle est invalide´e par l’expe´rience.
Par exemple, elle ne pre´dit pas la bonne valeur pour l’avance du pe´rihe´lie de
Mercure, et ne pre´dit pas non plus de de´flexion de la lumie`re par une masse
(nous reverrons cela plus loin). La relativite´ ge´ne´rale est fondamentalement
diffe´rente d’une telle the´orie scalaire de la gravitation dans le sens ou` dans
cette the´orie la gravitation n’est pas une force standard, mais apparaˆıt lie´e
a` (ou traduite par) la courbure de l’espace-temps. Cela signifiera, de fac¸on
plus fondamentale encore, que la gravitation est code´e dans les proprie´te´s
me´trique de l’espace-temps, de telle sorte que le champ de gravitation est
celui qui de´termine les distances et les intervalles de temps. Pour arriver a`
ces conclusions totalement neuves, il nous faut revenir a` l’universalite´ de la
chute libre, rencontre´e au chapitre 3.
2. Il y a une infinite´ de the´ories scalaires possibles, par exemple f(Φ,Φ) = 4piGT
pour une fonction f quelconque
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6.2 L’universalite´ de la chute libre
Dans la the´orie de Newton, il apparaˆıt deux notions a priori distinctes de
masses. Il y a la masse inerte ou masse inertielle, qui indique la re´sistance
d’un corps a` se mettre en mouvement sous l’action d’une force (on appelle
cela l’inertie). C’est la masse mi qui apparait dans la seconde loi :
mia = ΣF (6.8)
Puis il y a les masses gravitationnelles ou masses graves, mg, qui donnent
l’intensite´ de la force entre deux masses graves mg et Mg : |F | = GmgMg/r2.
Conside´rons alors le mouvement de la masse m dans le champ cre´e´ par la
masse M :
mia = −GmgMg/r2u (6.9)
ou` u est le vecteur unitaire approprie´. On voit alors que le mouvement de la
masse m ne de´pend pas de m si et seulement la masse inerte est e´gale a` la
masse grave mi = mg. Dans ce cas, l’acce´le´ration subie par m ne de´pend que
de la masse source Mg et non de m, de sorte que tous les corps, quelque soit
leurs masses, tombent de la meˆme fac¸on dans un champ gravitationnel.
Galile´e fut le premier a` e´tablir expe´rimentalement ce re´sultat en laˆchant
des objets en chute libre depuis la tour de Pise. Ainsi, non seulement un
kilo de plumes tombe aussi vite qu’un kilo de plomb, mais e´galement 10
kilos de plumes tombent encore de la meˆme fac¸on qu’un kilo de plomb (en
ne´gligeant les frottements de l’air) ! La chute dans un champ gravitationnel
ne de´pend ni de la masse du corps, ni de sa composition chimique pre´cise.
Les moyens modernes ont permis de ve´rifier ce re´sultat avec des pre´cisions
impressionnantes de l’ordre de 10−20.
L’e´galite´ des masses inertes et graves ne fait pas partie en soi de la the´orie
de Newton ; c’est un postulat qui doit y eˆtre ajoute´ (et que nous avions
implicitement ajoute´ au cours du chapitre 3). Jusqu’ici nous avons conside´re´
des corps en chute libre mais sans rotation. L’expe´rience permet d’aller plus
loin et de montrer (avec une pre´cision moindre, cependant) que des corps
en rotation tombent de la meˆme fac¸on que des corps de´pourvus de rotation,
indiquant que l’espace-temps courbe doit eˆtre de´pourvu de torsion (cf plus
loin).
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6.3 Le principe d’e´quivalence d’Einstein
Dans sa construction de la relativite´ ge´ne´rale, Einstein comprend l’impor-
tance capitale de l’universalite´ de la chute libre. Quoiqu’il s’agisse avant tout
d’un re´sultat expe´rimental qui pourrait s’ave´rer faux (ou disons, pas exacte-
ment ve´rifie´), Einstein suppose l’exacte validite´ de ce re´sultat.
Comme dit au chapitre 3, l’universalite´ de la chute libre a des conse´quences
remarquables qui fournit de pre´cieuses indications sur la nature de la gravita-
tion. La premie`re conse´quence majeure est qu’il apparait que l’effet de la gra-
vitation est indistinguable de l’effet d’un champ d’acce´le´ration (cf. e´quations
newtoniennes plus haut). Nous avons e´tabli ce re´sultat dans le cadre new-
tonien pour des corps massifs, et sous la condition que les masses inertes
et graves d’un corps soient e´gales. Mais l’on sait que le monde n’est pas
seulement constitue´ de particules massives, e´lectriquement neutres et sans
rotation. Il y a aussi les champs e´lectromagne´tiques, par exemple.
Einstein de´cide donc d’e´tendre l’e´quivalence gravitation-acce´le´ration pour
couvrir e´galement ces cas, et postule alors la loi suivante :
Principe d’e´quivalence d’Einstein : Soit un observateur donne´. Quelque
soit les expe´riences de physique que cet observateur puisse mener dans son
voisinage imme´diat, il lui est impossible de de´cider s’il est plonge´ dans un
champ gravitationnel re´el cre´e par un corps massif avoisinant ou s’il est sim-
plement dans un re´fe´rentiel acce´le´re´.
Quelques commentaires. Tout d’abord l’e´quivalence gravitation-acce´le´ration
est e´tendue a` tous les phe´nome`nes physiques en reque´rant qu’aucune expe´-
rience, quelle qu’elle soit, permettrait de les distinguer. Ensuite, il est pre´cise´
que ce principe n’est valable que localement. La raison en est assez claire et
bien illustre´e par le sche´ma suivant. (maison sur terre, effet de mare´es, vs
force d’inertie ds une cabine acce´le´re´e)
Ainsi le champ gravitationnel n’est certes pas distinguable d’un champ d’ac-
ce´le´ration, mais seulement localement.
Enfin, le principe d’e´quivalence a une conse´quence remarquable : le prin-
cipe d’effacement local. La gravitation n’est pas localement distinguable d’un
champ d’acce´le´ration. Un observateur qui suit ce champ d’acce´le´ration (i. e.
qui est en chute libre) ne ressent plus cette acce´le´ration, et donc, en vertu du
principe d’e´quivalence, ne peut plus ressentir le champ gravitationnel dans le-
quel il tombe. Localement, en chute libre, le champ gravitationnel est comme
efface´. C’est le phe´nome`ne d’apesanteur bien connu. Einstein l’a traduit dans
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un expe´rience de pense´e reste´e ce´le`bre : celle de l’ascenseur en chute libre.
Lorsque l’ascenseur est a` l’arreˆt, l’observateur sent la gravite´ l’attirer vers le
bas. Le principe d’e´quivalence dit dans ce cas que la physique dans la cabine
de l’ascenseur n’est en rien diffe´rente de ce que serait la physique dans une
meˆme cabine, perdue au fond de l’espace et loin de toutes masses, mais qui
serait acce´le´re´e (vers le haut de la cabine), avec une acce´le´ration e´gale en
norme au champ de pesanteur. Maintenant imaginons que les caˆbles de l’as-
censeur laˆchent. La cabine, l’air de la cabine, l’observateur, et globalement
tous les autres objets dans la cabines vont alors tomber de la meˆme fac¸on
dans le champ gravitationnel de la Terre. Puisque tous les objets de la cabine
ont la meˆme acce´le´ration vers le bas (dans le re´fe´rentiel terrestre), il est clair
que les objets de la cabine ont entre eux une acce´le´ration relative nulle 3.
Les objets de la cabine se meuvent en ligne droite les uns par rapport aux
autres et par rapport a` la cabine. En particulier l’observateur  flotte dans
la cabine, c’est le phe´nome`ne d’apesanteur.
Ce que montre aussi cette description de la physique a` l’inte´rieur de l’as-
censeur est que le re´fe´rentiel en chute libre est un re´fe´rentiel dans lequel la
premie`re loi de Newton est valable. Par conse´quent, nous avons de´montre´ que
l’universalite´ de la chute libre et son extension le principe d’e´quivalence, et sa
conse´quence le principe d’effacement, implique que les re´fe´rentiels d’inertie
sont les re´fe´rentiels en chute libre. A chaque distribution de champ gravita-
tionnel correspond une distribution des re´fe´rentiels inertiels. Cela re´pond a` la
question de la spe´cificite´ des re´fe´rentiels d’inertie, de qui sont-ils et de com-
ment les trouver. La physique prend une forme simple dans ces re´fe´rentiels
privile´gie´s (absence de gravitation). Cependant cela n’est vrai que localement,
encore une fois. En effet si l’on dessine a` nouveau un ascenseur en chute libre
de taille terrestre, on voit que les mouvements ne sont pas exactement iner-
tiels. Cependant, localement, c’est vrai. Ainsi tout re´fe´rentiel en chute libre
est localement inertiel, et dans ce re´fe´rentiel, la gravite´ ne se manifeste que
via les effets de mare´es. Sche´ma. Une boule devient ovale.
Le principe d’e´quivalence et le principe d’effacement nous ame`ne naturelle-
ment a` deux arguments forts en faveur d’un espace-temps courbe.
3. on suppose qu’il n’y a pas de force autres, par exemple e´lectriques, s’exerc¸ant entre
les objets de la cabine
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temps courbe
Ce premier argument est issu du principe d’e´quivalence et est base´ sur le
de´calage gravitationnel vers le rouge. Le principe d’e´quivalence implique que
la physique est identique, localement, dans une cabine acce´le´re´e (avec une
acce´le´ration a et loin de toute masse) a` celle dans une meˆme cabine au repos
dans un champ de gravitation (par exemple a` la surface de la Terre), pourvu
que le champ de pesanteur soit g = −a. Cf dessin au tableau.
Conside´rons alors la cabine acce´le´re´e, et un observateur au plancher qui e´met
une lumie`re de fre´quence νplancher vers le plafond, ou` l’on place un de´tecteur.
Soit h la hauteur de la cabine, et on supposera que h est petit de sorte
que le principe d’e´quivalence puisse s’appliquer 4. On demande quelle est la
fre´quence rec¸ue au plafond, νplafond. Pour ce faire on conside`re la cabine dans
un re´fe´rentiel localement inertiel dans lequel les lois de la relativite´ restreinte
s’appliquent. On conside`re aussi que la cabine a une vitesse nulle dans ce
re´fe´rentiel a` l’instant ou` est e´mis la lumie`re. Noter que le plafond a donc un
mouvement acce´le´re´ dans ce re´fe´rentiel. La lumie`re prend un temps δt ≈ h/c
au premier ordre pour atteindre le plafond. Pendant ce temps la`, le plafond,
et donc le re´cepteur, a pris une vitesse β ≈ aδt/c ≈ ah/c2  1 en norme.
Par conse´quent il y a un de´calage de fre´quence en vertu de l’effet Doppler,
dont on a vu (cf TD) qu’il est donne´ par
νplafond
νplancher
=
√
1− β
1 + β
∼ 1− β +O(β2) = 1− ah
c2
+O(c−3) (6.10)
Il s’ensuit que la lumie`re rec¸ue au plafond de la cabine acce´le´re´e est de´cale´e
vers le rouge (i. e. de fre´quence moindre). En vertu du principe d’e´quivalence,
il doit alors s’ensuivre que la lumie`re est de´cale´e vers le rouge lorsqu’elle
monte dans un champ gravitationnel. On parle de de´calage vers le rouge gra-
vitationnel, ou plus commune´ment gravitational redshift. La formule donnant
ce de´calage, par exemple pour une cabine pose´e sur le sol terrestre, est donc :
νplafond
νplancher
= 1− gh
c2
+O(c−3) (6.11)
Cette formule constitue en elle-meˆme une pre´diction de la relativite´ ge´ne´rale,
et est conside´re´e comme un des trois tests classiques de la the´orie. Cet effet
4. h e´tant dimensionne´, il faut comparer cette longueur a` une longueur typique du
proble`me. En utilisant l’acce´le´ration a de la cabine et la vitesse de la lumie`re, on voit que
c2/a a la dimension d’une longueur, et donc on suppose que ah/c2  1.
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a e´te´ ve´rifie´ expe´rimentalement pour la premie`re fois en 1960 par Pound et
Rebka [check]. Les deux autres tests classiques sont la de´flexion de la lumie`re
et l’avance de pe´rihe´lie de Mercure sur lesquels nous reviendrons dans le
chapitre 9.
Mais cet effet n’est pas seulement un test de la the´orie, car il nous per-
met aussi de montrer un argument tre`s fort en faveur d’un espace-temps
courbe. En effet, le champ de gravitation terrestre e´tant statique, il doit
eˆtre vrai que les lignes d’univers de deux photons e´mis depuis le plancher
jusqu’au plafond, et e´mis a` un intervalle de dure´e coordonne´e ∆T , doivent
eˆtre paralle`le dans un diagramme d’espace-temps en t, r ou` r est la coor-
donne´e radiale des coordonne´es sphe´riques. (cf. sche´ma en cours). Ainsi il
est ne´cessaire que la dure´e coordonne´e entre les deux e´missions soit e´gale a`
la dure´e coordonne´e entre les deux re´ceptions : δtemiss. = δtrecep. = ∆T . Les
deux observateurs au plancher et au plafond e´tant statiques e´galement, il
s’ensuit que si la ge´ome´trie de l’espace-temps e´tait celle de Minkowski, alors
la dure´e propre entre les deux e´missions et les deux re´ceptions devraient eˆtre
e´gales (δτemiss. = δτrecep. = ∆T ). Autrement dit la fre´quence de tout signal
pe´riodique ne devrait pas eˆtre affecte´e par la pre´sence du champ gravitation-
nel. Or nous venons d’e´tablir que cela n’est pas le cas, et il est donc ne´cessaire
que la dure´e propre de´pende a` la fois de la dure´e coordonne´e et de la position
dans l’espace, et en particulier de la hauteur ou` l’on se trouve dans le champ
gravitationnel.
Pour mieux le comprendre on peut se demander quelle me´trique de´pendant
de la hauteur (i. e. de r) permettrait d’expliquer la loi du redshift gravita-
tionnel au premier ordre. Conside´rons la me´trique (non-Minkowskienne) la
plus simple possible :
ds2 = −f(r)c2dt2 + dx2 (6.12)
Cela signifie que le temps propre est relie´ au temps coordonne´ (dx = 0 pour
le temps propre) par : c2dτ 2 = −ds2 = f(r)c2dt2, de sorte que
dτ =
√
f(r)dt (6.13)
Reprenons alors la loi ci-dessus pour le redshift, Eq. (6.11). On note que la
pe´riode d’un signal est relie´ a` sa fre´quence par T = 1/ν, tandis que la pe´riode
d’une horloge est toujours sa pe´riode propre. De`s lors on doit avoir, entre le
plancher situe´ a` r et le plafond a` r + h, la relation
νplafond
νplancher
=
Tplancher
Tplafond
=
√
f(r)∆T√
f(r + h)∆T
= 1− gh
c2
(6.14)
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En e´levant au carre´, avec f(r + h) = f(r) + hf ′(r), inversant, et au premier
ordre, on obtient
f(r) + hf ′(r)
f(r)
∼ (1− gh/c2)−2 ∼ 1 + 2gh
c2
(6.15)
Par ailleurs, le champ de gravitation valant, d’apre`s la the´orie Newtonienne,
g(r) = GM/r2, on a
h
f ′(r)
f(r)
∼ 2GMh
r2c2
(6.16)
Le terme en h se simplifie. En inte´grant, on trouve donc
f(r) = K exp
(
−2GM
rc2
)
∼ K
(
1− 2GM
rc2
)
(6.17)
au premier ordre. On peut demander que la me´trique soit Minkowskienne a`
l’infini (du corps M), et cela revient a` poser K = 1. Reportant, on trouve
alors que la me´trique :
ds2 = gµνdx
µdxν = −
(
1− 2GM
rc2
)
c2dt2 + dx2 (6.18)
est suffisante pour de´crire l’effet de redshift gravitationnel cre´e´ par un corps
massif de masse M – en tout cas pour des photons se de´plac¸ant radiale-
ment, et au premier ordre. En fait il se trouve que ce re´sultat (pour la partie
temporelle-temporelle) est exact, malgre´ les approximations faites ici. Dans
la solution comple`te de la me´trique autour d’un corps sphe´rique et mas-
sif (solution de Schwarzschild, cf. chapitre 9), nous retrouverons cette meˆme
partie temporelle-temporelle (cad. g00 = 1−2GM/rc2), mais la partie radiale-
radiale sera diffe´rente.
A l’aide du principe d’e´quivalence (et de la propagation a` vitesse finie de la
lumie`re), nous avons donc obtenu le fait remarquable suivant : l’espace-temps
doit eˆtre de´crit par une me´trique qui de´pend ge´ne´ralement des masses dans
cet espace-temps, et de la distance a` ces masses. Ainsi il est ne´cessaire que la
me´trique de´pende de fac¸on ge´ne´rale du point conside´re´ : gµν(x
λ), et il n’est
pas possible (sauf en l’absence de gravitation) de re´duire cette me´trique a`
sa forme fondamentale en tous points, cad qu’il n’existe pas de syste`me de
coordonne´es dans lequel la me´trique se re´duit a` son expression Minkows-
kienne. Cela, nous le verrons au chapitre suivant, signifie que l’espace-temps
est courbe, et comme on l’a vu, qu’il est courbe´ par le contenu en matie`re.
Par ailleurs l’effet de la gravitation est ici comple`tement code´ dans l’expres-
sion de la me´trique, une conclusion que l’on peut aussi obtenir d’une autre
manie`re, cf ci-dessous. Nous avons donc l’e´quation heuristique fondamentale
 gravitation = courbure , qui permet d’achever la the´orie tre`s rapidement.
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6.5 Second argument en faveur d’un espace-
temps courbe
Revenons sur le point concernant le principe d’inertie (Section 6.3). On a
vu que le passage d’un re´fe´rentiel quelconque a` un re´fe´rentiel en chute libre
permet d’annuler localement la gravite´. Par conse´quent, le chemin inverse,
depuis le re´fe´rentiel en chute libre vers un re´fe´rentiel quelconque doit nous in-
diquer quelles sont les quantite´s mathe´matiques qui doivent de´crire le champ
de gravitation.
Explicitement, dotons nous d’un syste`me de coordonne´es quelconque (xµ) et
d’un corps de re´fe´rence A, en chute libre, et de coordonne´es xµA. Le principe
d’effacement local implique l’existence de coordonne´es localement inertielles
(XI) pour lesquelles l’e´quation du mouvement du corps A (de coordonne´es
XIA(τ)), s’e´crit
d2XIA
dτ 2
= 0, (6.19)
ou` τ est le temps propre. La relation entre les deux syste`mes de coordonne´es
(x) et (X) peut s’e´crire sous forme diffe´rentielle :
dXI(xµ) = eIµ(x
µ)dxµ, (6.20)
ou` les quantite´s e˜Iµ, nomme´es te´trades sont de´finies par
eIµ(x
λ) ≡ ∂X
I
∂xµ
(xλ), (6.21)
et repre´sentent donc, en x, la matrice Jacobienne du changement de syste`me
de coordonne´es xµ vers les coordonne´es localement inertiellesXI en x. L’e´quation
de la trajectoire de A (dite des ge´ode´siques) dans le syste`me de coordonne´es
quelconque (xµ) s’e´crit alors
eIµ(x
λ
A)
d2xµA
dτ 2
+
∂2XI
∂xµ∂xν
(xλA)
dxµA
dτ
dxνA
dτ
= 0, (6.22)
et l’effet du champ gravitationnel sur la matie`re dans le syste`me de coor-
donne´es non inertielles (x) apparaˆıt finalement eˆtre code´ dans les de´rive´es de
la te´trade au point conside´re´ :
∂2XI
∂xµ∂xν
=
∂eIµ
∂xν
(6.23)
Ce re´sultat montre que l’effet d’un champ de gravitation sur la matie`re se
de´duit de la donne´e d’un champ de te´trades eIµ(x
λ) dans un syste`me de
coordonne´es (xµ) quelconque.
6.5 Second argument en faveur d’un espace-temps courbe 88
Il faut noter que, fort de notre connaissance de la relativite´ restreinte, nous
supposerons naturellement que la physique inertielle (dans le re´fe´rentiel en
chute libre), est bien de´crite par la relativite´ restreinte. Ainsi donc les in-
dices I ci-dessus sont Lorentziens (en particulier, on peut les “monter” ou les
“descendre” avec l’aide de la me´trique Minkowskienne ηIJ).
Les te´trades se combinent alors pour former le tenseur me´trique :
gµν(x
λ) ≡ ηIJeIµ(xλ)eJν (xλ). (6.24)
Nous nous restreignons bien suˆr a` des changements de syste`me de coor-
donne´es (entre x et X) qui sont inversibles, de sorte que la matrice Ja-
cobienne (la te´trade) est inversible en x. Les te´trades e´tant inversibles, le
tenseur me´trique est lui meˆme inversible et de meˆme signature que η.
Naturellement, en un point donne´ il est toujours possible de trouver une
te´trade (eIµ = δ
I
µ) telle que la me´trique gµν prennent en ce point la valeur
Minkowskienne ηµν . En revanche, on sait que le re´fe´rentiel en chute libre est
seulement localement inertiel, ce qui signifie qu’il n’est pas possible que le ten-
seur me´trique prennent partout la valeur Minkowskienne (sinon le re´fe´rentiel
en chute libre serait globalement inertiel). Nous concluons donc cette section
en affirmant que les te´trades portent l’information du champ gravitation-
nel, information que l’on peut aussi bien coder dans le tenseur me´trique gµν ,
qui, si localement peut toujours prendre la forme Minkowskienne, ne peut
pas en ge´ne´ral prendre cette forme partout d’ans l’espace-temps (sauf en
cas d’absences d’effets de mare´es, i. e. d’absence de gravitation tout court).
Autrement dit la me´trique gµν , en pre´sence de gravitation, doit en ge´ne´ral
de´pendre de l’espace gµν(x
λ) de fac¸on non-triviale. Ainsi la gravitation doit
eˆtre de´crite par une me´trique variable qui de´finit les distances et intervalles de
temps ; par ailleurs, le fait qu’elle de´pende en ge´ne´ral de la position signifie,
comme nous le verrons, que l’espace-temps est courbe.
On peut aller encore une e´tape plus loin et de´duire de´ja` la forme de l’e´quation
de la trajectoire des particules dans un champ de gravitation. La multiplica-
tion de l’e´quation (6.22) par l’inverse de la te´trade eρI de´finie par e
ρ
Ie
I
µ = δ
ρ
µ
conduit a` l’e´quation dite des ge´ode´siques :
d2xµA
dτ 2
+ Γρµν
dxµA
dτ
dxνA
dτ
= 0, (6.25)
ou` la connexion Γ de´finie par Γ˜ρµν = e˜
ρ
I∂(µe˜
I
ν) est manifestement syme´trique
par rapport aux deux indices bas. Nous verrons plus bas que cette connexion
s’exprime en fonction du tenseur me´trique via
Γρµν =
1
2
gρη (∂µgνη + ∂νgµη − ∂ηgµν) , (6.26)
Chapitre 7
Aspects mathe´matiques de
l’espace-temps courbe
7.1 L’espace-temps comme varie´te´ diffe´rentiable
7.1.1 Notion intuitive de varie´te´ diffe´rentiable
Le bon cadre mathe´matique pour de´crire un espace-temps courbe et suffi-
samment lisse est celui des varie´te´s me´triques et diffe´rentielles. Nous nous
contenterons ici d’une notion intuitive de ce qu’est une varie´te´. Pour une
de´finition exacte, et l’essentiel des re´sultats sur ces espaces, voir le cours de
A. Fu¨zfa sur la ge´ome´trie diffe´rentielle.
Une varie´te´ est essentiellement un espace (topologique) de points qui peuvent
en plus eˆtre parame´tre´s continuˆment par des coordonne´es x1, . . . , xN ou` N
est la dimension de la varie´te´. (Dans la suite on prendra N = 4 pour la
dimension de l’espace-temps). La possibilite´ de co-ordonner les points P de
la varie´te´ s’exprime ainsi : pour tout point P de la varie´te´ M, il existe un
voisinage ouvert de P et contenant P qui soit home´omorphe a` un ouvert
de RN , cad qu’il existe une application φP bijective et bicontinue qui aux
points Q du voisinage de P , associent un N-uplet de nombres appartenant
a` RN . Ces nombres sont, pre´cise´ment, les coordonne´es de Q. La continuite´
implique par exemple la proprie´te´ naturelle que deux points proches de la
varie´te´ doivent avoir des coordonne´es dont la diffe´rence est infinite´simale.
L’analogie avec la cartographie de la sphe`re terrestre est tre`s utilise´es dans
les cours d’introduction a` la ge´ome´trie diffe´rentielle. On voit en effet que
la proce´dure ci-dessus permet de de´finir une carte explicite (un ensemble
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de nombres) aux points de la varie´te´ abstraite. Une varie´te´ est finalement,
mathe´matiquement, un objet qui peut eˆtre comple`tement de´crit par un en-
semble de telles cartes ; en continuant la me´taphore de la ge´ographie, on parle
d’un atlas.
Mais le point essentiel qu’il faut retenir ici est finalement que, localement,
on peut se permettre d’identifier comple`tement le voisinage de tous points
de la varie´te´ a` un morceau de l’espace RN . Une varie´te´ est donc en quelque
sorte un recollement de proche en proche d’espaces RN , qui peuvent eˆtre
 oriente´s diffe´remment les uns par rapport aux autres. Le cas de la 2-sphe`re
plonge´e dans R3 permet de visualiser imme´diatement cela. De notre point de
vue, la surface terrestre semble plate, et on peut manifestement utiliser des
coordonne´es du plan pour de´crire la surface. Ne´gliger localement la courbure
de la Terre, c’est travailler dans l’espace R2, localement home´omorphe a` la
sphe`re, et qui apparait eˆtre le plan tangent a` la sphe`re. Il est clair en revanche
que le plan tangent au poˆle Nord ne se confond pas avec le plan tangent de´fini
sur un point de l’e´quateur, par exemple.
Finalement, le fait que la varie´te´ soit diffe´rentielle signifie en pratique que
toutes les fonctions que l’on de´finira sur la varie´te´ (via leur de´finitions sur
les coordonne´es des points abstraits) seront infiniment de´rivables. (Pour un
de´finition mathe´matique, voir cours cite´ plus haut).
En re´sume´, l’espace-temps sera conside´re´ comme une entite´ abstraite, une
varie´te´ diffe´rentiable de dimension 4, ce qui nous permettra de de´finir loca-
lement des coordonne´es sur la varie´te´ (une carte), et qui plus profonde´ment
nous indique qu’a` tout point P de l’espace-temps est associe´ un espace
tangent R4, note´ TP : les points Q infiniment proches de P pourront eˆtre
conside´re´s comme faisant partie de l’espace tangent de P , au premier ordre,
pour ainsi dire. Cela, comme on va le voir, permettra de conside´rer un calcul
vectoriel (et tensoriel) meˆme dans les espaces courbes.
7.1.2 Syste`me de coordonne´es et lois de transforma-
tions
Comme on l’a dit, un syste`me de coordonne´es (SC) constitue une carte locale
sur l’espace-temps. Notons le xµ. (Note : en ge´ne´ral un SC ne couvre pas tout
l’espace-temps, il faut parfois, souvent meˆme, conside´rer plusieurs cartes, i. e.
un atlas). Nous aurions pu utiliser une autre carte autour d’un meˆme point
P , et nous aurions alors le SC donne´ par les x′µ, qui sont fonctions des
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anciennes :
x′µ = x′µ(xν) (7.1)
On peut alors diffe´rentier cette relation. Avant cela, introduisons une conven-
tion qui sera valable pour toute la suite de ce cours. Afin de signaler les nou-
velles coordonne´es, nous e´crirons plutoˆt des indices prime´s que des x prime´s.
C’est un abus de notation, mais il est tre`s utile. Ainsi on e´crit x′µ = xµ
′
, et
donc en diffe´rentiant, on obtient
dxµ
′
=
∂xµ
′
∂xµ
dxµ (7.2)
ou` la convention d’Einstein est utilise´e, comme d’habitude, sur les indices
re´pe´te´s en haut et en bas (ici µ). Notons d’ores et de´ja` la puissance du calcul
tensoriel (i. e. cette manipulation d’indices), puisqu’il n’y a pas besoin de
connaitre cette formule par cœur : en repe´rant la position des indices, et en
sachant qu’il faut conside´rer un indice haut au de´nominateur comme e´tant
un indice bas au nume´rateur, le lecteur se convaincra que la loi ci-dessus est
la seule possible qui soit cohe´rente vis-a`-vis de indices.
On note que
[
∂xµ
′
∂xµ
]
est la matrice Jacobienne du changement de coordonne´es.
Elle est inversible (a` moins de choisir un changement de SC pathologique,
ce que l’on e´vitera). Cela revient a` dire que l’on peut aussi exprimer les
anciennes coordonne´es en fonctions des nouvelles
xµ = xµ(xν
′
) (7.3)
de sorte qu’il est ne´cessaire d’avoir la relation suivante entre les matrices
jacobiennes :
∂xµ
′
∂xµ
∂xµ
∂xν′
= δµ
′
ν′ (7.4)
7.2 Scalaires et vecteurs sur la varie´te´
7.2.1 Champs scalaires
Un champ scalaire (en langage physicien) est l’application la plus simple sur
une varie´te´. C’est simplement une fonction de´finie surM et a` valeurs re´elles
(ou complexe). On le note en ge´ne´ral par la lettre φ : P → φ(P ). Mais au
lieu d’utiliser les points P abstraits, on utilise les cartes locales, ie les SC,
et on e´crit φ(xµ), meˆme s’il faut comprendre un abus de notation derrie`re
cette e´criture : φ(P ) = Φ(xµ(P )). Il faut noter que la valeur φ(P ) ne de´pend
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que de P et ne peut donc pas de´pendre du SC choisi. Ainsi il est ne´cessaire
que Φ(xµ(P )) = Φ′(xµ
′
(P )). Les valeurs sont e´gales, mais comme xµ
′ 6= xµ,
il s’agit en fait de deux fonctions diffe´rentes Φ et Φ′, qui, toutes les deux,
cependant, de´crivent la meˆme fonction φ(P ).
7.2.2 Champs de vecteurs
Lorsque l’on conside`re la surface terrestre comme varie´te´, on voit qu’il est
impossible de de´finir un vecteur qui soit  trop grand , comme par exemple
entre Pe´kin et New-York puisque ce vecteur sortirait de la varie´te´ (passerait
par l’inte´rieur de la Terre). En revanche, l’espace e´tant localement identique
a` RN , on de´finir localement des vecteurs, en utilisant le fait que RN est
naturellement un espace vectoriel sur R. Nous arrivons donc a` l’ide´e principal
du calcul vectoriel (et tensoriel) sur la varie´te´ : on profite de l’existence
de l’espace tangent en tout point pour de´finir en chaque point un vecteur
appartenant a` l’espace tangent de ce point. De la sorte on peut de´finir un
champ de vecteur sur la varie´te´ M.
Soit l’espace tangent au point P , TP , et soit ~eµ ≡ eµ une base de cet espace
vectoriel, forme´ de quatres vecteurs. En re´pe´tant la proce´dure en tout point,
nous avons donc des bases des espaces tangents ePµ = eµ(x
λ) en utilisant un
SC. La de´finition d’un champ de vecteur, telle que de´crite plus haut, s’e´crit
alors
v(xλ) = vµ(xλ)eµ(x
λ) (7.5)
ie en introduisant les composantes contravariantes vµ(xλ) de ce champ de
vecteur. Il est tre`s standard de de´signer le vecteur uniquement par ses com-
posantes. On parlera du vecteur vµ (il est aussi sous-entendu que les compo-
santes de´pendent du point conside´re´), mais il faut se souvenir que la valeur
de ces composantes de´pendent e´videmment de la base choisie dans l’espace
tangent. La section suivante conside`re un choix particulie`rement important
(et classique) de choix de base.
7.2.3 Base locale forme´e des vecteurs tangents aux courbes
coordonne´es
Nous disposons d’un syste`me de coordonne´es xµ de´fini autour d’un point P .
Il est alors tre`s naturel de de´finir les vecteurs de base de l’espace tangent TP
comme e´tant les vecteurs tangents (en P ) aux courbes coordonne´es. On parle
aussi de base naturelle. Dans cette base naturelle, le de´placement infinite´simal
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entre deux points P et Q s’e´crit
d~s = dx1~e1 + . . . = dx
µeµ (7.6)
(Cela n’est vrai que parce que ces vecteurs sont ceux tangents aux lignes
coordonne´es !). Clairement, ce vecteur de´placement ne de´pend que de P et
de Q, et non pas du SC choisi. Soit donc un autre SC xµ
′
et sa base naturelle
associe´e eµ′ . On doit avoir
dxµeµ = dx
µ′eµ′ (7.7)
En utilisant les lois de transformations Eq. (7.2) et sa re´ciproque, on montre
aise´ment que
eµ′ =
∂xµ
∂xµ′
eµ (7.8)
eµ =
∂xµ
′
∂xµ
eµ′ (7.9)
La encore, on se convaincra via les indices et leurs positions, que c’est la seule
loi que l’on pouvait e´crire. Ces lois nous permettent de calculer la manie`re
dont de transforment les composantes d’un champ de vecteur lorsque l’on
change de SC.
7.2.4 Loi de transformation des 4-vecteurs
Soit un champ de vecteur v et ses composantes contravariantes vµ dans la
base naturelle associe´e au SC (xµ), et soit le SC (xµ
′
). Ce qui e´tait valable
pour le de´placement e´le´mentaire d~s doit valoir aussi pour v, puisque le vecteur
est de´fini dans l’espace tangent, et ne de´pend donc pas du SC. On a par
conse´quent
v = vµeµ = v
µ′eµ′ (7.10)
Le lecteur notera la similitude de cette e´quation avec celle pour le de´placement,
et on en de´duit donc (on pourra le ve´rifier a` titre d’exercice a` l’aide des
Eqs. (7.8)) que
vµ
′
=
∂xµ
′
∂xµ
vµ (7.11)
et sa loi re´ciproque (il suffit d’inverser les indices prime´s et non prime´s). C’est
la loi de transformation des composantes (contravariantes) d’un vecteur. On
peut en fait meˆme de´finir un vecteur par cette proprie´te´.
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7.3 Varie´te´s me´triques et espaces pseudo Rie-
mannien
7.3.1 Me´trique sur l’espace-temps
Jusqu’ici nous avons seulement profite´ de l’existence d’un espace tangent
conside´rer comme espace vectoriel. Le principe d’e´quivalence en RG nous
indique cependant que la gravite´ peut eˆtre localement efface´e (dans un SC
en chute libre), de sorte que les lois de la relativite´ restreinte s’appliquent
localement dans ce re´fe´rentiel en chute libre. Cela sugge`re e´videmment d’iden-
tifier l’espace tangent dont nous avons parle´ jusqu’ici avec l’espace de Min-
kowski. Autrement dit, a` partir de maintenant, l’espace tangent ne sera plus
seulement R4, mais posse`dera aussi la structure Minkowskienne, cad. qu’on
ajoute, ou on de´finit, dans cet espace tangent, une me´trique, dont on a vu
qu’il s’agissait d’un (pseudo) produit scalaire permettant de de´finir en par-
ticulier le produit gµν = eµ.eν . On dit que gµν est le tenseur me´trique de´fini
sur la varie´te´. Il est manifestement syme´trique (par syme´trie du produit sca-
laire), cad que gµν = gνµ. Une varie´te´ diffe´rentielle munie d’une me´trique est
dite Riemannienne si la signature de la me´trique est euclidienne (+ + ++ ou
−−−−), et pseudo-Riemannienne ou encore Lorentzienne dans le cas d’une
signature hyperbolique (+−−− ou −+ ++).
Ainsi, dore´navant, l’espace tangent en tous point sera l’espace de Minkowski
R3,1. Il existe bien sur toujours un SC local tel que la base naturelle as-
socie´e soit orthonormale pour ce produit scalaire, i. e. telle que le tenseur
me´trique prennent sa forme fondamentale gµν = ηµν . Cependant, dans un SC
quelconque, la me´trique ne prend pas ne´cessairement cette forme.
Ce produit scalaire nous permet de de´finir une distance dans la varie´te´. En
formant le produit scalaire du de´placement infinite´simal d~s par lui-meˆme,
nous trouvons l’intervalle e´le´mentaire
ds2 = d~s.d~s = (dxµeµ).(dx
νeν) = gµνdx
µdxν (7.12)
qui est par de´finition inde´pendant du SC choisi. Cela signifie que la relation
suivante doit eˆtre valide
gµ′ν′ =
∂xµ
∂xµ′
∂xν
∂xν′
gµν (7.13)
Cette formule est assez utile puisqu’il n’est pas rare en RG d’ope´rer des chan-
gements de SC, et que l’objet le plus important de la the´orie est certainement
le tenseur me´trique.
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7.3.2 Monter et abaisser les indices
La me´trique nous servira encore a` monter ou abaisser les indices. Ainsi a`
un champ de vecteur contravariant vmu est associe´ un champ de vecteur
covariant vµ ≡ gµνvν . De meˆme, les vecteurs de bases coordonne´es peuvent
s’e´crire en indices haut via eµ = gµνeν , ou` la me´trique en indices haut est
de´finie comme l’inverse de la me´trique en indices bas, par
gµνg
µρ = δρν (7.14)
En particulier, donc, on a aussi
gµνg
µν = δµµ = 4 (7.15)
On a alors les relations suivantes :
gµν = eµ.eν (7.16)
d~s = dxµeµ = g
µλdxλgµρe
ρ = δλρdxλe
ρ = dxρe
ρ = dxµe
µ (7.17)
v = vµeµ = vµe
µ (7.18)
et les lois comple`tes de transformations (indices haut ou bas)
vµ
′
=
∂xµ
′
∂xµ
vµ (7.19)
vµ =
∂xµ
∂xµ′
vµ
′
(7.20)
vµ′ =
∂xµ
∂xµ′
vµ (7.21)
vµ =
∂xµ
′
∂xµ
vµ′ (7.22)
7.4 Tenseurs et covariance ge´ne´rale
7.4.1 De´finition
Les tenseurs sont des objets ge´ne´ralisant les vecteurs. De fac¸on pratique,
ce sont des objets avec plusieurs composantes, comme Tµν.... Ils peuvent se
de´finir dans l’espace tangent, comme pour les vecteurs, et en fait, sans meˆme
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l’aide du tenseur me´trique. Ici nous empruntons a` dessein un raccourci pour
de´finir les tenseurs via le tenseur me´trique 1.
Revenons d’abord sur le champ de vecteur v. Disposant d’un produit scalaire
(i. e. une me´trique), on voit qu’on peut identifier ce champ de vecteur a` l’ap-
plication line´aire qui a` un vecteur u de l’espace tangent associe un nombre, le
produit v.u. Ce point de vue permet une ge´ne´ralisation imme´diate. De fac¸on
similaire, on peut de´finit une application multiline´aire T qui a` m vecteurs
u1, . . . ,um associe un nombre T (u(1), . . . ,u(m)). Cette application est dite un
tenseur, et peut s’e´crire sous la forme :
T (u(1), . . . ,u(m)) = T
ν1...νp
µ1...µn
uµ1(1) . . . u
µn
(n)u(n+1) ν1 . . . u(m) νp (7.23)
avec m = n + p. On dit que T est n fois covariant, et p fois contravariant.
Comme pour les vecteurs, on identifiera par abus de langage le tenseur a` ses
composantes T
ν1...νp
µ1...µn , et les indices peuvent eˆtre monte´s ou abaisse´s a` l’aide
de la me´trique. Ce tenseur peut aussi s’e´crire a` l’aide du produit tensoriel ⊗
dans l’espace tangent (et cotangent ; voir cours d’alge`bre multiline´aire), sous
la forme de
T = T ν1...νpµ1...µne
µ1 ⊗ . . .⊗ eµn ⊗ eν1 ⊗ . . .⊗ eνp (7.24)
7.4.2 Loi de transformation des tenseurs
Cette dernie`re expression permet de voir comment se transforme un tenseur
dans un changement de coordonne´es. On a :
T
ν′1...ν
′
p
µ′1...µ′n
=
∂xν
′
1
∂xν1
. . .
∂xν
′
p
∂xνp
∂xµ1
∂xµ
′
1
. . .
∂xµn
∂xµ′n
T ν1...νpµ1...µn (7.25)
qui sert aussi de de´finition a` un tenseur.
7.4.3 Exemples
Un vecteur contravariant est aussi un tenseur une fois contravariant, ze´ro
fois covariant. La me´trique elle-meˆme gµν est deux fois covariante, ze´ro fois
1. La de´finition plus exacte est la suivante. Un tenseur est une application multiline´aire
depuis un produit tensoriel d’espace tangent et cotangent en P , i. e. une application mul-
tiline´aire ayant pour argument des vecteurs et des formes line´aires. Les tenseurs existent
donc inde´pendamment de la me´trique. Le tenseur me´trique de´finit cependant un isomor-
phisme entre les vecteurs (indices haut) et les formes (indices bas), ce qui explique (et est
re´sume´ par) la re`gle pour monter et abaisser les indices. En re´fe´rence au solfe`ge, on parle
d’isomorphismes musicaux entre les espaces tangent et cotangent, cf. cours de ge´ome´trie
diffe´rentielle.
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contravariante, etc. Le tenseur e´lectromagne´tique (cf. TD) est deux fois cova-
riant et est aussi antisyme´trique : Fµν = −Fµν . Le tenseur e´nergie impulsion
(cf. chapitre 8) est lui syme´trique : Tµν = Tνµ.
Il n’est pas rare de trouver dans les re´fe´rences acade´miques les ope´rateurs dits
syme´triseurs et antisyme´triseurs, note´s respectivement par des parenthe`ses
ou des crochets ainsi :
Z(µν) ≡ Zµν + Zνµ
2
(7.26)
et
Z[µν] ≡ Zµν − Zνµ
2
(7.27)
et qui ont pour effets de ne garder que la partie syme´trique (respectivement
antisyme´trique) d’un tenseur donne´.
7.4.4 Tenseurs et covariance ge´ne´rale
Revenons un moment sur l’utilite´ de tout ceci. Pourquoi les tenseurs (incluant
les vecteurs) sont-ils des objets importants pour la the´orie ? La re´ponse est
qu’ils le sont parce qu’ils sont des objets intrinse`ques a` la varie´te´, i. e. qui
existent inde´pendamment de tout SC. On dit qu’ils sont, pour cette raison,
des objets  ge´ome´triques . L’utilite´ est manifeste, si l’on se souvient du
souci de la covariance des e´quations sur laquelle nous avons beaucoup in-
siste´ dans les premiers chapitres. Il est ne´cessaire que tous les observateurs
de´crivent le meˆme monde physique, puisque celui-ci est unique. Cela est en
fait automatiquement garanti par l’utilisation d’e´quations tensorielles. Si une
e´quation s’e´crit, en effet, G = T , ou en composantes (par exemple avec deux
indices), Gµν = Tµν dans un SC donne´, alors un autre observateur, dans
un SC diffe´rent (xµ
′
), de´crira lui aussi l’e´quation Gµ′ν′ = Tµ′ν′ , et ces deux
e´quations sont compatibles du fait de la loi de transformation des compo-
santes d’un tenseur que nous venons de voir.
Ainsi l’e´criture des lois de la physique sous forme tensorielle permet une des-
cription unifie´e valable pour tous les observateurs, quelque soit leurs e´tats
de mouvement relatifs. Graˆce au formalisme (et aux e´quations) tensoriels, il
n’y a plus d’observateurs privile´gie´s comme cela e´tait le cas en me´canique
de Newton et en relativite´ restreinte. On appelle cela la covariance ge´ne´rale
des e´quations. Cela ne signifie pas pour autant qu’il n’existe plus d’obser-
vateurs privile´gie´s. Il y en a encore, et ce sont ceux en chute libre dans un
champ de gravitation. Pour eux la physique est  plus simple , puisqu’ils ne
sentent plus imme´diatement l’effet de la gravitation, et dans leur re´fe´rentiel,
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le principe d’inertie s’applique. Cependant, avec la covariance ge´ne´rale des
e´quations, nous parvenons a` de´crire tout a` la fois ces observateurs spe´ciaux
et ceux qui ne sont pas en chute libre.
Einstein a accorde´ e´norme´ment d’importance a la covariance ge´ne´rale dans
sa de´marche heuristique vers la relativite´ ge´ne´rale. Il la conside´rait comme
un postulat essentiel de sa the´orie qu’il appellait plutoˆt leprincipe ou postulat
de relativite´ ge´ne´rale (i. e. e´quivalence de tous les points de vue pour de´crire
le monde), d’ou` le nom de sa the´orie. Cependant on a re´alise´ plus tard que
la covariance ge´ne´rale n’est pas l’apanage de la relativite´ ge´ne´rale. En effet,
on peut tout aussi bien mettre le the´orie de Newton sous forme covariante
ge´ne´rale (meˆme si dans ce cas elle prend une forme assez complique´e ; cf.
travaux d’Elie Cartan dans les anne´es 1920), ainsi que la RR. La covariance
ge´ne´rale est donc un principe important qui revient essentielement a` de´crire
les e´quations de la physique sous forme tensorielle, mais cela ne suffit pas a`
de´finir comple`tement la the´orie. Le postulat vraiment essentiel de la RG, ce
n’est pas la covariance ge´ne´rale, c’est la structure ge´ome´trique donne´e par
l’identification de l’espace-temps avec une varie´te´ diffe´rentielle dont l’espace
tangent est celui de Minkowski. Le troisie`me et dernier postulat est celui des
e´quations dynamiques proprement dites, cf. chapitre 8.
7.5 De´rive´e covariante des vecteurs et des ten-
seurs
7.5.1 Connexion et de´rive´e covariante d’un vecteur
Maintenant que nous disposons des vecteurs et des tenseurs, nous voulons
pouvoir effectuer quelques ope´rations sur ces quantite´s, et notamment les
de´river. Conside´rons donc la de´rive´e d’un champ de vecteur en un point :
∂αv. On a
∂αv = ∂αv
µeµ + v
µ∂αeµ (7.28)
Pour proce´der plus avant il nous faut savoir ce que vaut la de´rive´e des vecteurs
de base associe´s aux courbes coordonne´es. Clairement, on peut la de´composer
sur la base, et nous e´crirons donc
∂αeµ ≡ Γραµeρ (7.29)
ou` les Γ s’appellent la connexion affine de la varie´te´, ou encore symboles de
Christoffel sur laquelle nous reviendrons plus bas. Reportant, on a donc
∂αv =
(
∂αv
ρ + Γραµv
µ
)
eρ (7.30)
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On de´finit la de´rive´e covariante du vecteur (contravariant) comme
∂αv = (∇αvµ) eµ (7.31)
et l’on a donc
∇αvµ = ∂αvµ + Γµαβvβ (7.32)
L’utilite´ de la de´rive´e covariante est que ni ∂αv
µ, ni Γµαβ ne se transforment
comme des tenseurs, tandis que ∇αvµ est un tenseur (comme on peut le
de´montrer). Ainsi, pour de´river (les composantes d’) un champ de vecteur, il
faut utiliser la de´rive´e covariante pour obtenir un tenseur, et non la de´rive´e
partielle seulement. On aurait pu faire ce calcul avec les composantes cova-
riantes du vecteur, et nous aurions obtenu le re´sultat suivant
∇αvµ = ∂αvµ − Γβαµvβ (7.33)
Noter les moyens mne´motechniques sur le signe (+ pour la de´rive´e covariante
d’un indice haut, − pour celle d’un indice bas) et sur la fac¸on de comple´ter
les indices.
7.5.2 De´rive´e covariante d’un tenseur
Ce type de conside´rations se ge´ne´ralise pour les tenseurs posse´dant davantage
d’indices. Pour un tenseur a` deux indices, nous avons
∇αT µν = ∂αT µν + ΓµαβT βν + ΓναβT µβ (7.34)
∇αT µν = ∂αT µν + ΓµαβT βν − ΓβανT µβ (7.35)
∇αTµν = ∂αTµν − ΓβαµTβν − ΓβανTµβ (7.36)
et ainsi de suite s’il y a plus d’indices dans le tenseur a` de´river.
En pratique, la notion de de´rive´e covariante est cruciale en RG, puisqu’il suffit
en quelque sorte de transformer en de´rive´es covariantes toutes les de´rive´es
partielles apparaissant dans la the´orie de la relativite´ restreinte pour obtenir
la ge´ne´ralisation de ces lois en espace courbe (puisque cette ope´ration permet,
in fine, de transformer des e´quations covariantes de Lorentz en des e´quations
covariantes ge´ne´rales). Ainsi, une e´quation valable en espace-temps plat, par
exemple (penser a` l’e´lectromagne´tisme, cf. chapitre 4) :
V = ηµν∂µ∂νV = ∂µ∂µV = S (7.37)
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doit devenir, lorsque l’on tient compte de la gravitation
V = ∇µ∇µV = S (7.38)
ou` ∇µ ≡ gµν∇ν . Il s’agit encore du d’Alembertien mais cette fois en es-
pace courbe (attention, on utilise souvent le meˆme symbole !). Il diffe`re du
d’Alembertien en espace plat, car
courbeV = ∇µ (∂µV ) = ∂µ∂µV + Γµµρ∂ρV = platV + Γµµρ∂ρV (7.39)
ou` l’on a utilise´ que V est un scalaire (et donc ∇µV = ∂µV ).
7.5.3 Calcul de la connexion me´trique
Par de´finition de la connexion, nous avons ∂αeβ = Γ
ρ
αβeρ. Nous pouvons donc
calculer la de´rive´e partielle du tenseur me´trique :
∂αgµν = (∂αeµ) .eν + eµ (∂αeν)
= Γραµeρ.eν + Γ
ρ
ανeρ.eµ
= gρνΓ
ρ
αµ + gρµΓ
ρ
αν (7.40)
Et nous voyons ainsi que les Γ vont pouvoir s’exprimer comme une cer-
taine fonction des de´rive´es partielles du tenseur me´trique. Pour ce faire il
faut conside´rer des permutations d’indices de l’e´quation pre´ce´dente, contrac-
ter par la me´trique en indice haut, et on trouve tous calculs faits (voir par
exemple Hobson) :
Γρµν =
1
2
gρη (∂µgνη + ∂νgµη − ∂ηgµν) (7.41)
Cette formule est essentielle. On voit que la connexion affine (de´finie inde´pendam-
ment de l’existence ou non d’une me´trique), prend une expression particulie`re
dans un espace pseudo-Riemannien. On l’appelle dans ce cas la connexion
me´trique, ou encore la connexion de Levi-Civita. On remarque aussi qu’elle
est syme´trique par rapport aux deux indices bas :
Γρµν = Γ
ρ
νµ (7.42)
Une proprie´te´ essentielle de cette connexion est qu’elle est, comme on dit,
compatible avec la me´trique, c’est-a`-dire que
∇αgµν = 0 (7.43)
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comme on peut le de´montrer directement a` l’aide de la formule pour la de´rive´e
covariante d’un tenseur, et la formule pour les symboles de Christoffel. Cette
formule a un grand inte´reˆt pratique, puisqu’elle signifie en particulier qu’on
peut monter ou descendre les indices a` l’inte´rieur de la de´rive´e covariante :
∇αvµ = ∇α (gµρvρ) = gµρ∇αvρ (7.44)
de sorte que, par exemple, on a
vµ∇αtµ = vµ∇αtµ (7.45)
pour v et t des vecteurs, et toute formule similaire.
7.5.4 Formulaire utile
Comple´tons cette section par quelques formules utiles. En introduisant le
de´terminant de la me´trique, g = Det[gµν ], qui est ne´gatif du fait de la signa-
ture, on a les formules suivantes.
∇µV = ∂µV (pour un scalaire V ) (7.46)
courbeV = platV + Γµµρ∂ρV (7.47)
∇µAµ = 1√−g∂µ
(√−gAµ) (7.48)
Γµαµ = ∂α ln
√−g (7.49)
∇µAµν = 1√−g∂µ
(√−gAµν) (si le tenseur est antisyme´trique)
(7.50)
7.6 Courbure de la varie´te´ me´trique
Nous sommes maintenant en mesure de voir le lien qu’a tout ceci avec la
courbure a` proprement parler de la varie´te´. Pour cela il nous faut d’abord
introduire la notion de transport paralle`le.
7.6.1 Transport paralle`le d’un vecteur et ge´ode´siques
Conside´rons une trajectoire dans l’espace-temps xµ(λ), et soit uµ(λ) = dxµ/dλ
son vecteur vitesse, qui est aussi le vecteur tangent a` la courbe. On dit le vec-
teur tangent est transporte´ paralle`lement le long de la courbe si et seulement
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si
Duµ
Dλ
eµ ≡ du
dλ
= 0 (7.51)
ou` nous avons introduit avec l’ope´rateur D/Dλ, l’analogue de la de´rive´e cova-
riante, mais cette fois le long d’une courbe parame´tre´e par λ. Cela correspond
bien a` la notion de transport paralle`le : nous voulons que le vecteur vitesse
ne change pas entre deux points infiniment proches sur la courbe.
Calculons
du
dλ
=
duµ
dλ
eµ(x
ρ(λ)) + uµ(λ)
deµ(x
ρ(λ))
dλ
=
duµ
dλ
eµ(x
ρ(λ)) + uµuρ∂ρeµ
=
(
duµ
dλ
+ Γµραu
ρuα
)
eµ (7.52)
Au passage, on e´tablit donc (pour le vecteur vitesse le long d’une courbe)
Duµ
Dλ
=
duµ
dλ
+ Γµραu
ρuα (7.53)
La condition de tranport paralle`le du vecteur vitesse est donc e´quivalente a`
l’e´quation des ge´ode´siques dans l’espace courbe 2. Il faut noter qu’on peut
aussi de´placer un vecteur paralle`lement a` lui meˆme le long d’une courbe,
sans ne´cessairement qu’il s’agisse du vecteur vitesse. Si l’on transporte un tel
vecteur t, alors la condition de transport paralle`le s’e´crit
Dtµ
Dλ
=
dtµ
dλ
+ Γµραu
ρtα = 0 (7.54)
En ge´ome´trie euclidienne, les courbes dont les vecteurs vitesses sont trans-
porte´s paralle`lement a` eux meˆmes sont les lignes droites. Ainsi nous voyons
que les ge´ode´siques ge´ne´ralisent la notion de ligne droite dans un espace
courbe. On peut meˆme aller plus loin, puisqu’en ge´ome´trie euclidienne, la
ligne droite correspond aussi a` la courbe de plus court chemin entre deux
points A et B. C’est encore le cas en ge´ome´trie pseudo-Riemannienne. On
peut en effet de´montrer que la pseudo-distance entre A et B dans un espace
courbe, donne´e par
d =
∫ B
A
ds =
∫ B
A
√−gµνdxµdxν = ∫ B
A
√−gµνuµuνdλ (7.55)
2. Pour une version en  indices bas  de l’e´quation des ge´ode´siques, refaire le calcul
ci-dessus en indices bas ; pour le re´sultat, voir Eq. (10.5), section 9.2.
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est extre´male pour la courbe ge´ode´sique reliant A et B (de´monstration : voir
Hobson). Une analogie utile ici est celle de la sphe`re. Pour relier deux points
de la surface terrestre, le plus court chemin sont les trajectoires emprunte´es
par les avions (des arcs de cercles). La ge´ode´sique est seulement un extre´mum
de distance, et pas ne´cessairement un minimum ou un maximum, puisque
comme on le voit sur le cas du vol en avion, il y a toujours deux fac¸ons
ge´ode´siques de rejoindre A et B.
7.6.2 Une premie`re manifestation de la courbure
Reprenons le cas de la sphe`re terrestre. On voit que deux lignes initialement
(i. e., localement) paralle`les et dirige´es, par exemple, vers le Nord, finiront
par se croiser au Poˆle Nord. Au contraire de la ge´ome´trie euclidienne, les
lignes paralle`les entre elles finissent par se croiser en ge´ne´ral dans un espace
courbe. Cela signifie que la distance entre deux lignes paralle`les varie avec le
parame`tre λ de la courbe. On appelle cela la de´viation ge´ode´sique. C’est une
manifestation directe de la courbure. Son calcul doit donc mettre en e´vidence
l’objet qui code, ultimement, la courbure intrinse`que d’une varie´te´.
Lorsque l’on effectue le calcul de cette variation de la distance, nous trou-
vons, introduisant T µ le vecteur tangent a` l’une des courbes, et Sµ le vecteur
joignant les deux ge´ode´siques initialement proches :
D2Sµ
Dλ2
= RµαβγT
αT βSγ (7.56)
ou` l’on voit apparaitre le tenseur de Riemann Rµαβγ et qui est donne´ par
(dans nos conventions de signes, attention !)
Rαβγδ = ∂γΓ
α
βδ − ∂δΓαβγ + ΓαλγΓλβδ − ΓαλδΓλβγ (7.57)
et sur lequel nous reviendrons plus bas. Comme dit, c’est le tenseur qui doit
donc repre´senter la courbure de l’espace-temps. On l’appelle donc aussi le
tenseur de courbure. Pour plus de de´tails sur la de´viation ge´ode´sique (et la
preuve de la formule ci-dessus), voir par exemple [6].
7.6.3 Une deuxie`me manifestation de la courbure
Un autre effet sur la sphe`re terrestre nous permet encore de caracte´riser la
courbure. Imaginons que l’on parte du Pole Nord dans une direction parti-
culie`re (i. e. ne´cessairement vers le Sud), le long d’un me´ridien, qui est une
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ge´ode´sique de la sphe`re, et transportons paralle`lement un vecteur le long de
cette trajectoire (par exemple le vecteur vitesse initial). Clairement, arrive´ a`
l’e´quateur, ce vecteur est toujours dirige´ vers le Sud. De´plac¸ons nous main-
tenant vers l’Ouest le long de l’e´quateur, en transportant paralle`lement a` lui
meˆme ce vecteur (dans ce cas il ne s’agit plus du vecteur vitesse !). Arrive´ a`
un point B de l’e´quateur, ce vecteur pointe alors toujours vers le Sud, mais
le long d’un me´ridien diffe´rent. Remontons au point d’origine, le Pole Nord.
On voit alors que le transport paralle`le de ce vecteur le long de cette tra-
jectoire ferme´e a transforme´ le vecteur initial (oriente´ le long d’un me´ridien
donne´ vers le Sud), en un vecteur oriente´ vers le Sud, mais le long d’un autre
me´ridien. Autrement dit le transport paralle`le d’un vecteur le long d’une
courbe ferme´e a pour effet de le faire pivoter siur lui-meˆme. C’est un effet de
la courbure terrestre, puisque dans un espace plat, le vecteur final co¨ıncide
toujours avec le vecteur initial, comme on s’en convaincra aise´ment sur un
sche´ma.
On peut effectuer le calcul de cette transformation du vecteur vρ transporte´
paralle`lement a` lui meˆme le long d’une trajectoire ferme´e infinite´simale (un
paralle´logramme de cote´ δa et δb engendre´ respestivement par les vecteurs
Aµ et Bν), et on trouve alors
δvρ
δaδb
= Rρσµνv
σAνBµ (7.58)
ou` le tenseur de courbure apparait a` nouveau.
7.6.4 Proprie´te´ du tenseur de Riemann et de ses contrac-
tions
Le tenseur de Riemann a quatre indices et donc 44 = 256 composantes, mais
celles-ci ne sont pas toutes inde´pendantes. En effet, de par sa de´finition, on
voit qu’il posse`de quelques proprie´te´s de syme´trie, en l’occurrence :
Rαβγδ = −Rαβδγ (7.59)
Rαβγδ = −Rβαγδ (7.60)
Rαβγδ = Rγδαβ (7.61)
Rαβγδ +Rαγδβ +Rαδβγ = 0 (7.62)
(cf. TD), ou` l’on a pose´ Rαβγδ = gαµR
µ
βγδ. Un calcul pas comple`tement trivial
montre alors que le nombre de composantes inde´pendantes du tenseur de
Riemann vaut
1
12
n2(n2 − 1) (7.63)
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ou` n est la dimension de l’espace-temps. Pour n = 4, on trouve qu’il reste
seulement 20 composantes inde´pendantes. Pour une de´monstration de ces
proprie´te´s, voir par exemple [6].
Du fait de ces proprie´te´s de syme´tries, on montre e´galement qu’il n’existe
qu’une seule contraction non nulle du tenseur de Riemann. Il s’agit du tenseur
de Ricci, de´fini par
Rµν = R
α
µαν (7.64)
(somme´ sur α, donc), et qui est syme´trique par rapport aux indices µ et
ν. Enfin on peut a` nouveau contracter le tenseur de Ricci pour obtenir le
scalaire de courbure, R, de´fini par
R = Rµµ = g
µνRµν (7.65)
Une combinaison de ces tenseurs a` une proprie´te´ remarquable. Conside´rons
le tenseur d’Einstein Gµν , de´fini par
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR (7.66)
Il satisfait l’e´quation de Bianchi, a` savoir :
∇µGµν = 0 (7.67)
7.6.5 Conclusion : gravitation et courbure
Dans le chapitre 6 nous avons vu la ne´cessite´ de de´crire l’espace-temps par
une me´trique de´pendant ge´ne´ralement de la position. Nous avions dit que cela
signifie que l’espace temps est courbe. En effet, le the´ore`me suivant permet
cette conclusion.
The´ore`me : L’espace-temps est plat si et seulement si le tenseur de Riemann
s’annule partout Rαµαν = 0, auquel cas il est toujours possible de trouver un
SC global dans lequel la me´trique prend en tous points sa forme fondamen-
tale gµν = ηµν . Re´ciproquement, s’il est possible de trouver un tel SC, alors
l’espace-temps est plat. Lorsque l’espace-temps n’est pas plat, en revanche,
un tel SC n’existe pas, et re´ciproquement.
Le principe d’effacement local de la gravitation, enfin, signifie, dans ce cadre
ge´ome´trique pseudo-Riemannien, que l’on peut toujours trouver autour d’un
point P un SC tel que la me´trique en ce point soit celle de la relativite´
restreinte, et qui plus est, pour lequel les symboles de Christoffel s’annulent en
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ce point. En revanche il est impossible d’annuler les composantes du tenseur
de Riemann si celles-ci sont non nulles. On a donc, aux premiers ordres,
l’e´quation formelle, autour de tout point P , et dans un SC adapte´ :
gµν(x
λ) = ηµν +O(R....x.x.) (7.68)
ou` nous n’e´crivons pas explicitement les indices. Cela montre que l’effet de
la gravitation est efface´e au premier ordre, mais qu’il reste toujours un effet
du second ordre impossible a` annuler, et qui est responsable des effets de
mare´es e´voque´es lors de la discussion du principe d’e´quivalence, mais aussi
de la de´viation ge´ode´sique, etc.
Chapitre 8
The´orie de la relativite´ ge´ne´rale
8.1 Re´sume´ des ide´es principales
Nous avons vu que le redshift gravitationnel implique que la me´trique doit
de´pendre de la position, et en particulier de la position par rapport aux
masses (et plus ge´ne´ralement, via E = mc2, de la position par rapport au
contenu en e´nergie-matie`re). Il est clair de`s lors que l’e´nergie, sous toutes
ses formes doit eˆtre un terme de source de la me´trique, elle meˆme pouvant
eˆtre conside´re´e comme traduisant la gravitation via la courbure de l’espace-
temps. Pour comple´ter la the´orie de la relativite´ ge´ne´rale, il nous faut donc
trouver cette e´quation dynamique, qui doit eˆtre de la forme  courbure =
de´rive´es de la me´trique = source .
Par ailleurs cette e´quation doit eˆtre tensorielle pour respecter la covariance
ge´ne´rale de la the´orie. Enfin, l’autre aspect de la the´orie, a` savoir comment
la matie`re se de´place dans l’espace-temps courbe a de´ja` e´te´ aborde´ plusieurs
fois. La matie`re doit suivre, simplement, des lignes droites dans l’espace-
temps courbe, cad des ge´ode´siques. (Si en revanche on conside`re une parti-
cule charge´e e´lectriquement, dans un espace courbe, et soumise en plus a` un
champ e´lectrique, alors le mouvement ne sera plus ge´ode´sique !). Le mouve-
ment ge´ode´sique est le mouvement libre d’une particule, cad quand elle ne
subit pas d’autres forces que celle de la gravitation. La gravitation cependant
ne se comprend plus vraiment comme une force dans cette the´orie, mais est
traduite par la courbure de l’espace-temps 1.
1. Meˆme si on peut toujours, il est vrai, e´crire l’e´quation des ge´ode´siques comme aµ =
−Γµαβuαuβ et interpre´ter ce membre de droite comme e´tant la force gravitationnelle
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8.2 Les deux e´quations de la relativite´ ge´ne´rale
Ce que nous n’avons pas dit jusqu’ici, c’est qu’il existe de´ja` en relativite´
restreinte un tenseur a deux composantes permettant de de´finir le contenu
en e´nergie-impulsion dans l’espace-temps Minkowskien. On l’appelle le ten-
seur e´nergie-impulsion ou stress energy-tensor, et on le note T µν . Il satis-
fait une e´quation de conservation (de l’e´nergie), donne´e par ∂µT
µν = 0. La
ge´ne´ralisation en RG est imme´diate. Nous conside´rerons qu’il existe un tel
tenseur, dont la de´rive´e covariante est nulle ∇µT µν = 0. On cherche alors
une e´quation de type  tenseur de courbure a` deux indices dont la de´rive´e
covariante est nulle = le tenseur e´nergie impulsion . Au vu du chapitre
pre´ce´dant, cette e´quation est simplement
Gµν + Λgµν =
8piG
c4
Tµν (8.1)
C’est l’e´quation d’Einstein de´finissant la relativite´ ge´ne´rale. Quelques com-
mentaires. Un the´ore`me d’Elie Cartan a de´montre´ que cette loi est la plus
ge´ne´rale possible, pour peu que l’on se restreigne a` une e´quation ne conte-
nant pas plus que des de´rive´es secondes de la me´trique. C’est bien le cas ici,
comme on peut le voir sur l’expression du tenseur de Riemann. Par ailleurs,
cette e´quation contient un terme constant, Λ, nomme´e la constante cosmo-
logique, et que l’on peut, a` ce stade, prendre e´gale a` ze´ro. Les observations
actuelles favorisent une constante cosmologique tre`s faible, n’ayant aucun
roˆle observable sur la dynamique des syste`mes auto-gravitant, tels que le
syste`me solaire, les galaxies, ou meˆme les amas de galaxies. Elle agit comme
un force re´pulsive (si Λ > 0), et ne joue un roˆle qu’aux e´chelles cosmolo-
giques, d’ou` son nom. A cette e´chelle, en revanche, son roˆle est de´terminant
sur le destin de l’Univers. La constante cosmologique est le candidat le plus
simple pour l’e´nergie noire e´voque´e en de´but de ce cours, puisqu’elle produit
l’acce´le´ration de l’expansion de l’Univers tardif, dont la de´couverte re´cente,
on l’a dit, a rec¸u le prix Nobel 2011. Elle inte`gre donc le mode`le concordant
de la cosmologie moderne, ou ΛCDM, sur lequel nous reviendrons dans les
chapitres sur la cosmologie relativiste.
Notons enfin que l’e´quation d’Einstein contient un facteur 8piG/c4. Cette
valeur est fixe´e en demandant que la the´orie se re´duise a` la the´orie de Newton
(l’e´quation de Poisson) dans la limite non relativiste et en champs faibles,
comme nous le de´montrons plus bas.
La seconde e´quation comple´tant la the´orie d’Einstein est, comme l’a dit,
l’e´quation des ge´ode´siques.
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8.3 Le tenseur e´nergie impulsion du fluide
parfait
Il nous reste bien suˆr une question a` ce stade. Que vaut le tenseur e´nergie
impulsion, et comment le de´finir ? Il de´pend bien suˆr du type de matie`re
que l’on conside`re. Dans cette section, nous nous contenterons de donner son
expression dans le cas d’un fluide parfait, c’est-a`-dire de´pourvu de viscosite´
et au sein duquel il n’y a pas de transfert de chaleur. Auquel cas le fluide est
simplement de´fini par sa densite´ ρ en kg.m−3 et sa pression p (en joules par
me`tre cube). On a
T µν = (p+ ρc2)uµuν + pgµν (8.2)
ou` il est entendu que cette e´quation est valable en tous points (la densite´ et
la pression peuvent bien suˆr de´pendre du point conside´re´), et ou` uµ est la
quadrivitesse d’un e´le´ment infinite´simal du fluide au point conside´re´. Dans
le mode`le standard de la cosmologie, nous utiliserons des fluides parfaits.
Par ailleurs nous supposerons qu’ils sont en plus homoge`nes et isotropes (cf.
Chp. 10), de sorte que la densite´ et la pression ne de´pendront que du temps
cosmique, et non de la position spatiale.
8.4 Limite Newtonienne
Montrons maintenant comment cette the´orie englobe la the´orie de la gravi-
tation de Newton. Pour ce faire, conside´rons un fluide parfait statique (une
certaine distribution de matie`re qui n’e´volue pas dans le temps). Ce caracte`re
statique nous permettra de poser ∂0 = 0 dans tous les calculs qui suivent.
Nous ferons dans tout ce qui suit les approximations (non relativistes) sui-
vantes :
• Le champ gravitationnel est faible : la me´trique peut s’e´crire comme gµν =
ηµν + hµν avec hµν  1, et nous de´velopperons au premier ordre en h.
• Les vitesses des particules suivant une ge´ode´sique sont petites devant la
vitesse de la lumie`re, et ce, par rapport au (re´fe´rentiel de´fini par le) fluide
parfait conside´re´ comme statique. Cette quadrivitesse s’e´crit uµ = (γ, γβ)
dans un re´fe´rentiel inertiel lie´ au fluide. Nous supposerons β  1, et donc
γ ∼ 1. Par conse´quent on a : u0  ui.
• La densite´ de matie`re, apparaissant multiplie´e par c2 dans le tenseur e´nergie
impulsion, est suppose´e satisfaire ρc2  p.
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Nous commenc¸ons par le mouvement des particules tests dans ce champ
gravitationnel.
8.4.1 Limite Newtonienne de l’e´quation ge´ode´sique
A l’aide de ui  1, on voit que l’e´quation des ge´ode´siques se re´duit a`
d2xµ
c2dτ 2
+ Γµ00(u
0)2 = 0 (8.3)
Examinons la composante ze´ro, et calculons pour ce faire
Γ000 =
1
2
g0µ (∂0g0µ + ∂0gµ0 − ∂µg00) = −1
2
g0i∂ig00 (8.4)
ou` l’on a utilise´ ∂0 = 0. Ensuite, on de´veloppe en h. On note que ∂η = 0, de
sorte que
−1
2
g0i∂ig00 = −1
2
η0i∂ih00 = 0 (8.5)
au premier ordre, car η0i = 0. Donc nous avons Γ000 = 0 dans cette limite, et
par conse´quent
d2x0
dτ 2
= 0 (8.6)
c’est-a` dire, dt/dτ = cst. Nous choisissons dt/dτ = 1, et donc u0 = 1. Les
composantes i de l’e´quation des ge´ode´siques sont alors
d2xi
dt2
+ c2Γi00 = 0 (8.7)
Calculons ce symbole de Christoffel. On a :
Γi00 =
1
2
giµ (∂0g0µ + ∂0gµ0 − ∂µg00) = −1
2
gij∂jg00 (8.8)
ou` l’on a utilise´ ∂0 = 0, et une somme sur les indices j = 1, 2, 3. De´veloppons
en g = η + h, on trouve
Γi00 = −
1
2
gij∂jg00 = −1
2
ηij∂jh00 = −1
2
∂ih00 (8.9)
Nous avons donc que l’acce´le´ration Newtonienne ai = d2xi/dt2 est donne´e
par
a =
c2
2
∇h00 (8.10)
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a` comparer a` la formule Newtonienne du chapitre 3, a = −∇Φ avec Φ le
potentiel gravitationnel Newtonien. Donc nous avons
h00 = −2 Φ
c2
(8.11)
et
g00 = −
(
1 +
2Φ
c2
)
(8.12)
Dans le cas d’un potentiel Newtonien a` syme´trie sphe´rique, Φ = −GM/r, et
retrouvons que g00 = −(1−2GM/rc2), ce que nous avions trouve´ au chapitre
6 a` l’aide de l’effet de redshift gravitationnel.
8.4.2 Limite Newtonienne de l’e´quation d’Einstein
Ayant ces e´le´ments en main, nous pouvons retrouver l’e´quation de Poisson
pour Φ a` partir de l’e´quation d’Einstein. Posons la constante cosmologique
a` ze´ro, et re´introduisons une constante inconnue dans l’e´quation d’Einstein :
Gµν = κTµν . Prenons d’abord la trace de cette e´quation, c’est-a`-dire qu’on
la multiplie par gµν . On note que
gµνGµν = g
µν(Rµν − gµν
2
R) = −R = κT (8.13)
avec T = gµνTµν la trace du tenseur e´nergie impulsion. (Nous avons utilise´
gµνgµν = 4, cf. chapitre 7). Cela permet d’e´crire l’e´quation d’Einstein sous la
forme alternative (mais e´quivalente) suivante :
Rµν = κTµν +
gµν
2
R = κTµν − gµν
2
κT = κ
(
Tµν − 1
2
gµνT
)
(8.14)
Examinons le membre de droite. On a T µν = diag(ρc2, p, p, p) (cf. Eq. (8.2)),
et donc T µν ∼ diag(ρc2, 0, 0, 0) a` l’ordre dominant. Donc nous avons aussi
Tµν ∼ diag(ρc2, 0, 0, 0), et T = −T 00 = −ρc2, en utilisant g00 = −1 au
premier ordre. Au final, le membre de droite est donc non nul seulement sur
la composante temporelle-temporelle, et vaut
R00 =
κ
2
ρc2 (8.15)
Calculons alors R00 = R
α
0α0. Comme R
0
000 = 0 par antisyme´trie du tenseur
de Riemann, nous avons
R00 = R
i
0i0 (8.16)
8.4 Limite Newtonienne 112
Rappelons nous maintenant que les Christoffels sont en de´rive´es de la me´trique
et sont donc d’ordre h, de sorte que les termes en ΓΓ dans l’expression du
tenseur de Riemann sont d’ordre 2, et nous les ne´gligerons. Il ne reste que
R00 = R
i
0i0 = ∂iΓ
i
00 − ∂0Γii0 = ∂iΓi00 (8.17)
Mais nous avons vu que Γi00 = −∂ih00/2, de sorte que
R00 = −1
2
∂i∂
ih00 = −∆h00
2
(8.18)
Utilisons enfin la relation entre h00 et Φ, et obtenons ainsi
R00 =
∆Φ
c2
=
κ
2
ρc2 (8.19)
soit l’e´quation
∆Φ =
κc4
2
ρ (8.20)
En comparant a` l’e´quation de Poisson, on voit que la relativite´ ge´ne´rale se
re´duit a` la the´orie de Newton si et seulement si on pose κ = 8piG/c4, comme
annonce´.
Chapitre 9
Solution a` syme´trie sphe´rique
dans le vide et trou noir de
Schwarzschild
Ce chapitre e´tudie une des solutions les plus importantes des e´quations d’Ein-
stein. C’est la solution a` syme´trie sphe´rique dans le vide, autour d’un corps
sphe´rique de masse M , et dans le cas ou` la constante cosmologique est prise
e´gale a` ze´ro. La solution isotrope dans le vide avec Λ 6= 0 s’appelle la solu-
tion de Schwarzschild-de Sitter et ne sera pas e´tudie´e dans ce cours. Notons
seulement qu’a` l’aide de cette dernie`re, et avec la connaissance de l’ordre
de grandeur de la constante cosmologique (voir chapitres 11 et 12 de cos-
mologie), on montre sans peine que Λ n’a qu’une influence ne´gligeable dans
toutes les situations astrophysiques re´alistes. Par conse´quent, on se limitera
ici a` l’e´tude de la solution avec Λ = 0.
Cette solution, de´couverte par Karl Schwarzschild en 1916, de´crit un espace-
temps statique. Elle de´crit l’exte´rieur de tout corps sphe´rique – aussi bien les
corps  ordinaires  isole´s (e´toiles, etc), dont la taille physique exce`de leur
propre rayon de Schwarzschild, que les corps dont la taille physique est, a` un
certain moment, passe´e en dec¸a de rS, ce que l’on appellera par la suite un
trou noir (sous-entendu, de Schwarzschild). Cette solution ne de´crit pas par
contre l’inte´rieur (non vide) d’un corps. Afin de de´crire l’inte´rieur des e´toiles
par exemple, il faut reprendre l’analyse trouve´e ci-dessous en tenant compte
dans les e´quations d’Einstein du tenseur e´nergie-impulsion de la matie`re stel-
laire, ge´ne´ralement conside´re´e comme un fluide parfait en premie`re approxi-
mation (voir les chapitres relativistic stars dans les re´fe´rences acade´miques).
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Il existe d’autres solutions exactes exte´rieures (de trous noirs), mais nous ne
les e´tudierons pas dans ce cours. Le trou noir de Schwarzschild est de´pourvu
de rotation propre et de charge e´lectrique. Le trou noir sans rotation et
charge´ e´lectriquement est de´crit par la solution dite de Reissner-Nordstro¨m.
Le trou noir avec rotation et sans charge e´lectrique est le trou noir de Kerr.
Enfin un trou noir a` la fois charge´ et en rotation est appele´ un trou noir de
Kerr-Newman.
9.1 Me´trique de Schwarzschild
La solution de Schwarzschild est la plus simple que l’on puisse trouver pour
un corps astrophysique. On suppose que ce corps est a` syme´trie sphe´rique
et statique, de sorte qu’il est naturel de se restreindre a` des solutions iso-
tropes et statiques 1. Il a e´te´ de´montre´ en TD que toute me´trique isotrope
et stationnaire (c’est-a`-dire telle que les composantes du tenseur me´trique
ne de´pende pas de la coordonne´e temporelle t) prend la forme suivante en
quatre dimensions
ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2d2Ω (9.1)
ou` dΩ2 ≡ dθ2 + sin θ2dφ2. Il faut noter que cette me´trique est donc automa-
tiquement statique (c’est-a`-dire invariante sous t→ −t). Remarquons que la
me´trique d’un corps en rotation uniforme est stationnaire mais non statique,
puisque changer t en −t change le sens de rotation. Cela apparaˆıt dans la
me´trique par l’existence de termes ∝ dtdr qui ne peuvent pas eˆtre e´limine´s
globalement par un changement de variable (voir la solution de Kerr par
exemple).
L’e´tape suivante consiste alors a` re´soudre les e´quations d’Einstein dans le
vide pour l’e´le´ment de longueur donne´ en Eq. (9.1). Les composantes du
tenseur me´trique sont
g00 = −A grr = B gθθ = r2 gφφ = r2 sin2 θ (9.2)
La me´trique e´tant diagonale, la me´trique inverse se calcule directement :
g00 = −1/A grr = 1/B gθθ = 1/r2 gφφ = 1/(r2 sin2 θ) (9.3)
Noter qu’en TD le calcul est fait dans une parame´trisation diffe´rente pour les
fonctions libres apparaissant dans la me´trique. Remarquez aussi qu’on e´crira
1. L’isotropie impose de´ja` que le corps est de´pourvu de rotation, puisque sinon il existe
clairement un axe privile´gie´.
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au choix g00 ou gtt pour les composantes temporelles ; les deux e´critures sont
standard. On montre alors que les symboles de Christoffel non-nuls sont
Γ00r =
A′(r)
2A(r)
Γr00 =
A′(r)
2B(r)
Γrrr =
B′(r)
2B(r)
Γrθθ = −
r
B(r)
Γrφφ = −
r sin2 θ
B(r)
Γθrθ =
1
r
Γθφφ = − sin θ cos θ
Γφrφ =
1
r
Γφθφ =
cos θ
sin θ
(9.4)
Les composantes non-nulles du tenseur de Ricci sont alors
R00 =
A′′
2B
− A
′
4B
(
A′
A
+
B′
B
)
+
A′
rB
Rrr = −A
′′
2A
+
A′
4A
(
A′
A
+
B′
B
)
+
B′
rB
Rθθ = 1− 1
B
− r
2B
(
A′
A
− B
′
B
)
Rφφ = sin
2 θRθθ (9.5)
Dans le vide et en l’absence de constante cosmologique, les e´quations d’Ein-
stein s’e´crivent Gµν = 0, ce qui implique R = 0 (en prenant la trace), et donc
aussi, simplement, Rµν = 0. On peut alors former
B
A
R00 +Rrr = 0
afin d’obtenir A′/A + B′/B = 0 et donc AB = cst. Notant B = α/A et
reportant dans Rθθ = 0, on trouve α − A − rA′ = 0, c’est-a`-dire (rA)′ = α.
On en de´duit que A s’e´crit A(r) = α(1 + k/r), et donc B(r) = 1/(1 + k/r).
Cela re´sout toutes les e´quations Rµν = 0 sans spe´cifier les deux constantes
d’inte´gration α et k, comme on le ve´rifiera. Examinons cependant la compo-
sante temporelle-temporelle de la me´trique :
ds2 = α
(
1 +
k
r
)
dt2 + . . .
et comparons-la a` la me´trique trouve´e au chapitre 6 via l’e´tude du redshift
gravitationnel, Eq. (6.18), ou encore a` l’e´quation Eq. (8.12) (limite Newto-
nienne de la RG). Il en ressort que la me´trique que l’on a trouve´ ici peut
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de´crire l’espace-temps autour d’un corps de masse M , pour peu que l’on
identifie α = −c2 (de sorte que l’espace soit Minkowskien a` l’infini r → ∞ ;
on parle d’espace asymptotiquement plat), et k = −2GM/c2. La me´trique
de Schwarzschild s’e´crit alors de la fac¸on suivante :
ds2 = −
(
1− 2GM
rc2
)
c2dt2 +
dr2(
1− 2GM
rc2
) + r2d2Ω (9.6)
C’est la me´trique autour d’un corps sphe´rique et statique de masse M .
Le principe d’e´quivalence nous avait permis d’en calculer la composante
temporelle-temporelle et ce de fac¸on exacte (accidentellement), voir Section
6.4. En revanche la partie spatiale n’e´tait pas correcte, et seule l’utilisation
des e´quations d’Einstein permet d’arriver a` la forme ci-dessus.
Signalons aussi le re´sultat suivant : une me´trique seulement isotrope (et pas a
priori stationnaire), mais solution des e´quations d’Einstein dans le vide, est
en fait ne´cessairement statique, i. e. se re´duit a` la me´trique de Schwarzschild.
C’est le the´ore`me de Birkhoff. En pratique, cela signifie par exemple qu’une
e´toile pulsant de fac¸on sphe´rique cre´e autour d’elle le meˆme espace-temps
qu’une e´toile statique. Autrement dit de telles pulsations ne se propagent
pas dans l’espace, et ne cre´ent donc pas d’ondes gravitationnelles.
9.2 Ge´ome´trie de Schwarzschild
La forme meˆme de la me´trique de Schwarzschild est tre`s inte´ressante a` plu-
sieurs e´gards. Posons d’abord une quantite´ homoge`ne a` une longueur, le rayon
de Schwarzschild :
rS =
2GM
c2
, (9.7)
et e´crivons la me´trique sous la forme :
ds2 = −
(
1− rS
r
)
c2dt2 +
(
1− rS
r
)−1
dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θ dφ2
)
. (9.8)
Sur la mesure des quantite´s physiques, d’abord, nous notons que :
• La partie angulaire de la me´trique a la forme standard des coordonne´es
sphe´riques, de sorte que l’aire des sphe`res de rayon r vaut 4pir2. C’est en
fait la de´finition des coordonne´es de Schwarzschild (on peut en effet e´crire
la me´trique de Schwarzschild dans d’autres syste`mes de coordonne´es ou`
cette proprie´te´ n’est plus vraie, et cependant on de´crit toujours le meˆme
espace-temps ; un exemple concret et couramment utilise´ est la solution
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de Schwarzschild en coordonne´es isotropes, sur lequel le lecteur pourra se
renseigner).
• La coordonne´e radiale r n’exprime pas, attention, la distance physique
entre un point situe´ a` r et l’origine. Pour calculer la distance physique
entre deux points situe´s le long d’un meˆme rayon vecteur (meˆme θ et φ)
en r1 et r2 (i. e. la distance qu’on obtiendrait en reportant de proche en
proche un e´talon-me`tre entre ces deux points), on doit utiliser :
Lphys =
∫ r2
r1
ds|dt=dθ=dφ=0 =
∫ r2
r1
√
grrdr =
∫ r2
r1
dr
1− rS
r
(9.9)
qui converge si r2 ≥ r1 > rS.
• On note qu’un observateur fixe dans la ge´ome´trie de Schwarzschild (r =
cst, θ = cst, φ = cst) a un temps propre donne´ par :
dτ =
√
1− rS
r
dt (9.10)
Par conse´quent la coordonne´e temporelle t co¨ıncide avec le temps propre
d’observateurs statiques situe´s a` l’infini (r → ∞). On note par ailleurs
que pour tout autre observateur (fixe autour du corps central), on a dτ <
dt. Autrement dit l’e´coulement du temps, relativement a` celui a` l’infini,
est ralenti par la pre´sence du corps central. Plus on s’approche du corps
central, plus le temps est ralenti. On remarque meˆme que le temps s’arreˆte
en quelque sorte en r = rS, puisqu’un observateur fixe en r = rS (si cela
e´tait possible mais c¸a ne l’est pas) aurait dτ = 0.
La suite de ce raisonnement montrerait qu’il se passe des choses e´tranges en
r ≤ rS : le temps propre semble devenir imaginaire, a` en croire l’e´quation
Eq. (9.10), ce qui n’a e´videmment aucun sens. Avant d’e´tudier plus en de´tail
ce qu’il se passe en r = rS, signalons juste que ce rayon est extreˆmement
petit en pratique. Pour un objet de la masse terrestre, on trouve rS ≈ 9
mm, et pour la masse du Soleil, rS ≈ 3 km. Bien entendu, les conside´rations
suivantes ne s’appliquent donc pas a` ces objets, pour lesquels la solution
de Schwarzschild n’est correcte qu’a` l’exte´rieur du corps. En fait les points
suivants ne s’appliquent qu’aux objets dont la taille est infe´rieure a` rS, mais
alors ces objets sont tous identiques entre eux, comme nous allons le voir.
Il s’agit d’un trou noir. Sur le rayon de Schwarzschild, on note les points
suivants.
• D’abord, la me´trique de Schwarzschild est singulie`re en r = rS, comme c’est
manifeste sur l’ Eq. (9.8). On note qu’elle est aussi singulie`re en r = 0.
• On note que si r > rS, la coordonne´e x0 = ct est une coordonne´e tem-
porelle, puisque e0.e0 = g00 = −
(
1− rS
r
)
< 0. De meˆme, si r > rS, les
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coordonne´es r, θ, φ sont spatiales. En revanche, si r < rS, cela s’inverse,
comme on le ve´rifiera : la coordonne´e t devient une coordonne´e spatiale,
et la coordonne´e r devient une coordonne´e temporelle. Ainsi il n’est pas
vrai que le temps propre des lignes d’Univers devient imaginaire en r < rS,
cela n’e´tait qu’un artefact duˆ a` la mauvaise identification de la coordonne´e
temporelle.
• On peut ve´rifier que la courbure de l’espace-temps n’est pas singulie`re en
rS. L’examen du scalaire de courbure n’a pas d’inte´reˆt dans le cas pre´sent
puisqu’il est ne´cessairement nul en tous points, et ce pour toutes solutions
des e´quations d’Einstein dans le vide ; en revanche, on peut calculer le
scalaire de Kretschmann
RµνσλR
µνσλ = 48
G2M2
r6c4
(9.11)
Cela nous dit d’une part que la solution de Schwarzschild de´crit bien un
espace courbe (c’est toujours bien de le ve´rifier !), et d’autre part que la
courbure est certes singulie`re en l’origine r = 0, mais ne l’est pas en r = rS.
Il faut donc comprendre la singularite´ de la me´trique (9.8) comme e´tant
une singularite´ du syste`me de coordonne´es utilise´. Il doit exister d’autres
SC non singuliers en rS et qui permettent de mieux comprendre ce qu’il
se passe a` ce rayon. La singularite´ en rS est apparente, celle en r = 0 est
intrinse`que.
Afin de mieux comprendre ces comportements e´tonnants a` la traverse´e de
rS, il est utile d’e´tudier la structure causale de la solution de Schwarzschild,
c’est-a`-dire d’e´tudier la forme des coˆnes de lumie`re depuis l’infini jusqu’a`
r = 0+, en passant par r = rS.
9.3 Structure causale de la solution de Schwarz-
schild
Notre but est ici de tracer le diagramme spatio-temporel en (ct, r) de la
solution de Schwarzschild, i. e. la re´partition des coˆnes de lumie`res en fonction
du rayon vecteur r. Nous e´tudions donc le mouvement radial de la lumie`re
dans cette ge´ome´trie. La lumie`re satisfait ds2 = 0, ce qui donne, pour des
trajectoires radiales dθ = dφ = 0, et apre`s simplifications, l’e´quation :
cdt
dr
= ±
∣∣∣1− rS
r
∣∣∣−1 , (9.12)
dans le plan (ct, r). Le signe + correspond, pour r > rS, a` de la lumie`re
sortante (car alors dr/dt > 0), et le signe − a` de la lumie`re entrante. Ainsi
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nous disposons des deux branches des coˆnes de lumie`res. L’inte´gration de
l’e´quation pre´ce´dente donne respectivement
ct = ±
[
r + rS ln
∣∣∣∣ rrS − 1
∣∣∣∣]+ cste (9.13)
dont le trace´ est le suivant. Comme il y a inversion de la coordonne´e tempo-
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Figure 9.1 – Trajectoire des rayons lumineux entrants (en bleu) et sortant
(en rouge), dans le plan (ct, r/rS). Ici θ et φ sont fixe´s mais quelconques, ou
tout aussi bien, si l’on veut, chaque point du diagramme ci-dessus repre´sente
une sphe`re du rayon r correspondant.
relle en dec¸a` de rS, la terminologie de lumie`re entrante ou sortante n’a plus de
sens sur ce diagramme en r < rS. Ne´anmoins nous conservons le meˆme code
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couleur a` l’inte´rieur de rS. Les trajectoires des rayons lumineux trac¸ant les
coˆnes de lumie`re, on remarque imme´diatement la structure quasi Minkows-
kienne de l’espace-temps a` grand rayon, tandis que les coˆnes de lumie`res se
de´forment sous l’effet de la gravitation a` l’approche du rayon de Schwarz-
schild. Le comportement en r < rS se comprend mieux en agrandissant la
figure pre`s du rayon de Schwarzschild, cf. ci-dessous, ou` nous avons ajoute´
les explicitement les coˆnes de lumie`re. Les coˆnes de lumie`res sont trace´s lo-
Figure 9.2 – Zoom de la figure pre´ce´dente. La singularite´ en r = 0 est
repre´sente´e par un la ligne ondule´e. Le pointille´ signale le rayon rS (pris e´gal
a` l’unite´ dans ce sche´ma), appele´ aussi l’horizon. Les coˆnes de lumie`re, ainsi
que le futur et passe´ absolu local ont e´te´ ajoute´s.
calement de telle sorte qu’ils englobent la zone de genre temps, i. e. la zone
satisfaisant ds2 ≤ 0. Le coˆne est donc vertical pour r > rS mais horizontal
en r < rS, comme on s’en convaincra a` l’aide de la me´trique. Comme on le
voit par ailleurs sur l’e´quation Eq. (9.12), a` la limite r = rS, on a
cdt
dr
= ±∞, (9.14)
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signifiant que le coˆne de lumie`re sur la sphe`re r = rS a une ouverture e´gale a`
ze´ro 2. La position du futur et du passe´ autour de ces coˆnes est plus difficile
a` justifier (en tout cas dans la zone inte´rieure), du fait de la singularite´ du
syste`me de coordonne´es utilise´. En fait, par continuite´, et en n’oubliant pas
qu’il s’agit seulement d’une singularite´ de coordonne´es, il est ne´cessaire que
le futur dans la zone inte´rieure soit oriente´ vers les r ne´gatifs. Qu’il en soit
ainsi sera plus imme´diat dans le SC e´tudie´ en section 9.4 plus bas 3.
Ce diagramme est tre`s inte´ressant puisque toute particule, massive ou non,
doit avoir une trajectoire toujours comprise dans son coˆne de lumie`re en
chaque point. On donc voit en particulier que :
• Puisque r = rS est l’asymptote de toutes les lignes bleues, il faut un temps
coordonne´e infini pour atteindre la surface r = rS. Dit autrement, un
observateur situe´ a` l’infini rec¸oit jsuqu’en t = +∞ des signaux d’un corps
tombant dans le trou noir. Pour cet observateur, la chute vers le trou noir
semble infiniment longue. Il n’en est pas de meˆme cependant pour le corps
lui-meˆme, qui franchit r = rS en un temps propre fini (voir section 10.2.2).
• De la meˆme fac¸on, il faut un temps coordonne´e infini pour s’e´chapper de
la surface r = rS.
• Conforme´ment a` la discussion sur le caracte`re temporel ou spatial des
coordonne´es r et t, les coˆnes de lumie`res s’inversent (ou  tiltent  en
r < rS. Par ailleurs, du fait de l’orientation des coˆnes de lumie`re, que l’on
soit une particule  entrante  ou  sortante  , avec ou sans masse, dans
tous les cas, on voit que dans cette zone on est inexorablement mene´ depuis
r < rs vers r = 0, i. e. vers la singularite´
4.
Re´sumons : il semble impossible depuis l’exte´rieur de joindre la zone inte´rieure.
Cela n’est en fait pas correct. Il est vrai que cela prend un temps coordonne´e
infini, mais un temps propre fini seulement, comme nous le montrerons ex-
plicitement au prochain chapitre (section 10.2.2). Ces infinis sont lie´s a` la
singularite´ du syste`me de coordonne´es. En revanche, il est impossible de
sortir de la zone inte´rieure. La frontie`re r = rS est donc une frontie`re cau-
sale que l’on peut pe´ne´trer dans un sens mais pas dans l’autre. On l’appelle
l’horizon des e´ve´nements (du fait qu’aucun e´ve`nement inte´rieur ne peut in-
2. Cela semble indiquer que la lumie`re vivant en r = rS doit ne´cessairement y rester,
cela n’est en fait pas correct : le fait que le coˆne de lumie`re devienne singulier en rS est
un effet de la singularite´ du SC ; pour mieux comprendre, voir section 9.4.
3. Il faut cependant noter que l’on pourrait aussi avoir une figure entie`rement renverse´e
au niveau causal, avec le futur oriente´ vers le bas dans la zone exte´rieure, et vers la droite
dans la zone inte´rieure. Il s’agirait alors d’un trou blanc, et non d’un trou noir. Pour plus
d’explications a` ce propos, voir section 9.4.
4. Du fait de l’orientation futur/passe´ des coˆnes .
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fluencer la dynamique exte´rieure, autrement dit la physique inte´rieure a` rS
est de´finitivement cache´e par l’horizon, et inaccessible).
La zone inte´rieure ainsi que l’horizon des e´ve´nements en r = rS de´finissent
ensemble le trou noir de Schwarzschild. Un analogue simple au trou noir est
un e´coulement fluide dans un entonnoir, suffisamment rapide (et de plus en
plus rapide vers le centre de l’entonnoir) pour qu’a` un certain point (l’ho-
rizon), la vitesse du fluide dans le re´fe´rentiel du laboratoire de´passe la vi-
tesse du son a` l’inte´rieur du fluide. Alors, il est impossible d’envoyer depuis
la zone inte´rieure des ondes sonores qui attendraient la zone exte´rieure, i.
e. qui  remonteraient  le courant et de´passeraient l’horizon. En fait, ces
ondes tombent ne´cessairement vers r = 0. C’est un trou noir acoustique 5.
Cette analogie permet aussi de mieux comprendre la possibilite´ d’avoir des
ondes sonores suivant des trajectoires circulaires (au chapitre suivant nous
montrerons en effet que des photons peuvent suivre des trajectoires circu-
laires autour du trou noir). Bien qu’en ce point, la vitesse du son soit plus
grande que celle de l’e´coulement, ce qui implique na¨ıvement dans une vue en
coupe (de type Fig. 9.2) que les coˆnes sonores sont ouverts, et donc qu’une
onde radiale doit soit s’e´chapper, soit tomber vers le trou noir acoustique,
cela est oublier la pre´sence d’autres dimensions au proble`me. Ainsi la vitesse
du son se re´partit en une vitesse radiale compensant exactement la vitesse
d’entraˆınement du fluide, et une vitesse orthoradiale assurant une trajectoire
uniforme et circulaire a` l’onde sonore  en orbite  autour de l’horizon so-
nique. A l’horizon sonique, en revanche, les ondes sonores purement radiales
ont exactement la vitesse de l’e´coulement, de sorte qu’elles peuvent soit rester
sur place si dirige´es radialement vers l’exte´rieur, ou tomber vers l’inte´rieur si-
non. C’est la` encore une analogie de la structure causale a` l’horizon, telle que
repre´sente´e dans les coordonne´es avance´es d’Eddington-Finkelstein, section
9.4 ci-dessous.
En syme´trie sphe´rique, un trou noir se forme donc lorsque qu’un corps s’ef-
fondre sur lui-meˆme jusqu’a` atteindre son propre rayon de Schwarzschild. Ce
trou noir satisfait alors GM/rc2 = 1/2. Tous les corps sphe´riques ordinaires
ont donc une compacite´ s infe´rieure : s = GM/rc2 < 1/2. La compacite´
maximale est celle du trou noir. Cela est une des conse´quences les plus in-
attendues peut-eˆtre, et probablement des plus importantes de la relativite´
ge´ne´rale en vue d’une the´orie quantique de la gravitation : Il est impossible,
5. Ces objets sont intense´ment e´tudie´s de fac¸on the´orique et expe´rimentale, puisque
l’analogie avec la gravitation est quasiment totale. En re´alisant alors l’e´coulement d’un
fluide quantique avec horizon, on peut espe´rer mesurer l’analogue de l’effet Hawking, et
plus ge´ne´ralement, les proprie´te´s de l’intrication quantique entre l’inte´rieur et l’exte´rieur
de l’horizon (sonique).
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en principe, de stocker dans une re´gion sphe´rique de taille R, une e´nergie
supe´rieure a` E = Rc4/2G, ou encore R/2 en unite´s naturelles. Et cela parce
que, si l’on injecte davantage de masse (ou d’e´nergie) dans un trou noir de´ja`
forme´, la taille de son horizon croˆıt de sorte que l’e´quation GM/Rc2 = 1/2
soit toujours strictement respecte´e (en tout cas a` l’e´quilibre). Il faut noter,
et cela aussi est surprenant, qu’il ne s’agit pas d’une borne sur la densite´
maximale d’e´nergie dans l’espace-temps. La  densite´ effective  d’un trou
noir (de´finie comme la densite´ moyenne M/R3) est en fait quelconque. Il
n’est pas ne´cessairement vrai qu’un trou noir est  extreˆmement dense  ,
comme on le lit souvent, ou que sa gravite´ a` sa surface est tre`s grande. Cela
est vrai pour les trous noirs le´gers. En revanche, des trous noirs extreˆmement
massifs pourraient tre`s bien avoir une densite´ moyenne de type celle que nous
avons sur Terre 6 (encore une fois cette densite´ moyenne n’a pas de significa-
tion physique a priori, puisque la solution de Schwarzschild semble indiquer
que toute la matie`re a` l’inte´rieur de l’horizon est projete´e vers la singularite´
centrale). Il se trouve meˆme que le GM/rc2 de l’Univers est proche de 1/2
(c’est relie´ grosso modo au fait que le ΩT ∼ 1, cf. chapitres 11 et 12), ce qui
a amene´ nombres de spe´culations inte´ressantes sur la possibilite´ que notre
Univers lui-meˆme soit simplement l’inte´rieur d’un trou noir.
9.4 Autres syste`mes de coordonne´es
Il est possible de trouver des syste`mes de coordonne´es qui ne soient pas
singuliers au rayon de Schwarzschild. Il faut noter, en parfait accord avec
la notion meˆme de varie´te´, que le recours a` d’autres SC va peut-eˆtre nous
amener a` de´crire une partie plus grande – ou plus restreinte – ou encore une
partie autre, de la varie´te´ totale. Le SC n’est qu’une carte locale, tandis que
la varie´te´ ne se de´crit qu’a` l’aide d’un atlas, en ge´ne´ral non-trivial. C’est le cas
de la ge´ome´trie de Schwarzschild. Nous allons ici introduire les coordonne´es
avance´es d’Eddington-Finkelstein qui ne couvrent pas davantage de la varie´te´
que le SC de Schwarzschild lui-meˆme, mais qui a l’avantage d’eˆtre re´gulier
en rS, de sorte que les proprie´te´s causales (les coˆnes de lumie`res) sur, et a`
l’inte´rieur de l’horizon seront plus claires et manifestes que dans le SC de
Schwarzschild.
Les coordonne´es avance´es d’Eddington-Finkelstein sont de´finies par le chan-
gement de variable de (ct, r, θ, φ) vers le SC (ct′, r, θ, φ), avec ct′ = ct +
6. Par exemple, un trou noir de masse aussi grande que celle d’une galaxie aurait une
 densite´ moyenne  effective plus faible que l’air.
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2M ln |r/2M − 1|. Cela consuit a` une me´trique re´gulie`re a` l’horizon :
ds2 = −
(
1− rS
r
)
c2t′2 − 2rS
r
cdt′dr +
(
1− rS
r
)
dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2
)
et le trace´ du diagramme causal donne la Fig. 9.3. On y voit la re´gularite´ des
ge´ode´siques entrantes (mais singularite´ des sortantes ; la situation s’inverse
dans le cas du SC retarde´), et en particulier, donc, la re´gularite´ des coˆnes
de lumie`re au passage de l’horizon, indiquant e´galement que dans la zone
inte´rieure, le futur se termine sur la singularite´.
Figure 9.3 – Structure causale du trou noir de Schwarzschild dans les coor-
done´es avance´es d’Eddington-Finkelstein.
Signalons e´galement l’existence des coordonne´es retarde´es d’Eddington-Finkelstein
qui de´crivent essentiellement le meˆme type d’espace, mais avec une causalite´
inverse´e, c’est-a`-dire posse´dant un horizon duquel on ne peut que s’e´chapper,
mais dans lequel on ne peut pas pe´ne´trer. C’est l’oppose´ du trou noir, et
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cette solution a par conse´quent e´te´ baptise´e trou blanc, ou white hole (de
Schwarzschild). Il faut comprendre que ce SC est une autre carte de la varie´te´
comple`te de Schwarzschild, qui, par conse´quent, ne posse`de pas seulement un
trou noir, mais aussi un trou blanc. En fait, on peut de´montrer qu’il existe
une extension maximale a` la solution initiale de Schwarzschild, appele´ solu-
tion de Kruskal, et de´crit par les coordonne´es du meˆme nom, qui de´crit une
solution de type trou noir/trou blanc qui se concoivent comme des singu-
larite´s (resp.) futures et passe´s, connecte´es par un trou de ver (wormhole),
ainsi que deux Univers causalement de´connecte´s, et exte´rieurs a` ces horizons.
Pour plus de´tails, voir par exemple [5, Chp. 11].
Chapitre 10
Mouvements dans la ge´ome´trie
de Schwarzschild ; les tests
classiques de la relativite´
ge´ne´rale
Ce chapitre e´tudie comment les particules – massives ou non – se meuvent
dans la ge´ome´trie de Schwarzschild. Cette ge´ome´trie repre´sente bien, entre
autre, la forme de l’espace-temps a` l’exte´rieur du Soleil 1, de sorte que l’on
pourra comparer les trajectoires the´oriques aux trajectoires effectivement
observe´es des plane`tes ou de la lumie`re dans le syste`me solaire. Cela consti-
tue les tests classiques de la relativite´ ge´ne´rale. L’accord entre the´orie et
 expe´rience  atteint de´sormais une valeur relative de environ 10−5.
Plus pre´cise´ment nous e´tudierons les mouvements de ce que l’on appelle des
particules-tests. Les particules-tests sont par de´finition des corps (massifs ou
non) qui influencent de fac¸on ne´gligeable la ge´ome´trie fixe´e par la masse cen-
trale M . Autrement dit nous ne´gligerons dans cette section l’auto-gravitation
du corps sur son propre mouvement 2. L’effet de l’auto-champ gravitation-
nel sur le mouvement du corps s’appelle l’auto-force, ou plus couramment
la self-force. En bref, elle s’oppose typiquement au champ d’acce´le´ration au-
quel est soumis le corps, de manie`re analogue au cas e´lectromagne´tique (le
1. En ne´gligeant en premie`re approximation la rotation propre ainsi que l’aplatissement
aux poˆles du Soleil.
2. Noter qu’un photon, quoique de´pourvu de masse, n’est pas de´pourvu d’e´nergie, de
sorte qu’un faisceau e´lectromagne´tique ge´ne`re effectivement une courbure de l’espace-
temps.
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phe´nome`ne du Bremsstrahlung). En conse´quence, le corps orbitant autour de
M perd de l’e´nergie (par e´mission d’ondes gravitationnelles), de sorte qu’au
lieu de de´ce´le´rer, ce corps acce´le`re en fait en spiralant vers le corps central (sa
vitesse orbitale augmente, sa distance radiale diminue). L’effet est en ge´ne´ral
totalement ne´gligeable a` moins que les deux corps soient proches et de masses
comparables. La Terre, par exemple, perd effectivement de l’e´nergie sous l’ef-
fet de sa self-force, mais cet effet n’est meˆme pas mesurable [2].
Ne´gliger la self-force est une hypothe`se quasiment ine´vitable, dans le sens
ou` tenir compte a` la fois de la gravitation engendre´e par le corps central,
et de celle engendre´e par le satellite a` ce corps, est extreˆmement difficile
techniquement. On entre en fait dans la description du mouvement a` deux
corps, qui, bien que imme´diate en gravitation Newtonienne, est excessivement
difficile en relativite´ ge´ne´rale (du fait, notamment, de la non-line´arite´ des
e´quations d’Einstein), et dont la solution exacte n’est pas connue 3.
Rappellons pour clore cette introduction que nous avions les re´sultats sui-
vants en the´orie Newtonienne :
• La lumie`re n’est pas de´vie´e par la gravitation.
• Les particules massives suivent des coniques, soit ouvertes (hyperboles,
paraboles), soit ferme´es (ellipses).
Le premier point n’est plus vrai en relativite´ ge´ne´rale, tandis que le sche´ma
pour les particules massives se complique sensiblement en relativite´ ge´ne´rale.
10.1 Ge´ode´siques de la ge´ome´trie de Schwarz-
schild
Nous e´tudions donc les ge´ode´siques des particules massives et non massives.
Dans les deux cas les e´quations ge´ode´siques sont identiques, a` savoir :
duµ
dλ
+ Γµρσu
ρuσ = 0, (10.1)
pour la quadrivitesse de´finie ici par uµ = dxµ/dλ ou` λ est un parame`tre affine
quelconque ayant la dimension d’une longueur, parame´trant la trajectoire
3. Pour des raisons astrophysiques, on s’inte´resse beaucoup a` la dynamique de deux
e´toiles a` neutrons et/ou trous noirs spiralant l’un vers l’autre. En effet ces syste`mes spira-
lant sont a priori des sources majeures d’ondes gravitationnelles (i. e. des perturbations
ondulatoire de la me´trique) comme explique´ plus haut. On tente encore aujourd’hui de
de´tecter directement sur Terre ces ondes gravitationnelles par interfe´rome´trie (expe´riences
LIGO et VIRGO, ope´rationnelles, ainsi que le projet LISA, qui semble pour le moment
abandonne´).
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xµ(λ) = (t(λ), r(λ), θ(λ), φ(λ)) de la particule test dans les coordonne´es de
Schwarzschild (t, r, θ, φ). La seule diffe´rence entre les particules massives et
sans masses tient a` la normalisation diffe´rente du carre´ de la quadrivitesse.
Dans la suite nous utiliserons plutoˆt la forme alternative – en indices bas –
de l’e´quation des ge´ode´siques 4 :
x¨µ =
1
2
∂µgαβx˙
αx˙β (10.5)
Ici un point marque une de´rive´e par rapport a` λ. Cette forme de l’e´quation des
ge´ode´siques est tre`s commode dans le cas ou` la me´trique gµν ne de´pend pas
de certaines coordonne´es. Si par exemple elle ne de´pend pas de la coordonne´e
temporelle x0, c’est-a`-dire si ∂0gµν = 0, alors on obtient imme´diatement que
x¨0 = 0 et donc que x˙0 = cst est une constante du mouvement. La me´trique
de Schwarzschild ne de´pend ni du temps t, ni de l’angle azimutal φ. Par
conse´quent le proble`me est de´ja` a` moitie´ re´solu : il existe deux constantes,
note´es−k (le signe ne´gatif est conventionnel ici) et L, telles que ut ≡ u0 = −k
et uφ = L. Noter que u0 = g0µu
µ = g00u
0 puisque la me´trique est diagonale,
de sorte que l’on a (u0 = ct˙ par de´finition) :(
1− 2M
r
)
t˙ = k (10.6)
ou` l’on a pris G = c = 1 pour simplifier l’e´criture (k est sans dimen-
sion, puisque λ est choisi de la dimension d’une longueur). On re´tablira les
4. Cette formule se de´montre a` l’aide du chapitre 7. En section 7.6, nous avons vu que
la ge´ode´sique est la courbe qui transporte paralle`lement a` lui-meˆme son vecteur tangent.
Au lieu de calculer du/dλ = 0 en indices haut (cf. Eq. (7.52)), on peut le calculer en
indices bas. Le plus simple est de proce´der ainsi : du/dλ = uρ∂ρu. On utilise l’e´quation
Eq. (7.31) et le fait que la connexion est compatible avec la me´trique (∇µgαβ = 0). Alors
on a
∂ρu = (∇ρuµ) eµ = (∇ρuµ) eµ =
(
∂ρuµ − Γαµρuαuρ
)
eµ (10.2)
Comme on a uρ∂ρuµ = duµ/dλ, on trouve l’e´quation des ge´ode´siques en indices bas :
Duµ
Dλ
=
duµ
dλ
− Γαµρuαuρ = 0 (10.3)
En exprimant le symbole de Christoffel, on trouve
duµ
dλ
= Γαµβuαu
β =
1
2
(∂µgαβ + ∂αgµβ − ∂βgµα)uαuβ (10.4)
Les deux derniers termes s’annulent entre eux par syme´trie du calcul sur les indices α et
β, et on trouve le re´sultat souhaite´. Une autre fac¸on de proce´der est simplement d’abaisser
les indices de l’e´quation des ge´ode´siques en indices haut. Cependant, ce faisant, il faut
prendre garde que duµ/dλ 6= gµρduρ/dλ ! (Savez-vous pourquoi ?). Il faut introduire un
terme correctif, et finalement obtenir le bon re´sultat.
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constantes dimensionne´es a` la fin du calcul. De meˆme, on a uφ = gφφu
φ, soit
donc
r2 sin2 θφ˙ = L. (10.7)
L’e´quation sur θ donne (attention a` l’indice bas !)
x¨θ =
d
dλ
(uθ) =
d
dλ
(
gθθu
θ
)
=
d
dλ
(
r2θ˙
)
= r2θ¨ + 2rr˙θ˙
et donc, en divisant par r2 :
θ¨ + 2
r˙θ˙
r
= sin θ cos θ φ˙2, (10.8)
dont une solution e´vidente est θ = pi/2. (Par isotropie de la solution, on peut
toujours changer les axes du SC afin que le mouvement se fasse dans le plan
e´quatorial d’e´quation pi/2). Quoiqu’il n’est pas prouve´ ici que c’est la seule
solution, il se trouve que cela est le cas [6, Chp. 7], et nous retrouvons ainsi le
re´sultat Newtonien, qui se comprend au mieux comme issu de la conservation
du moment cine´tique, et qui veut que les mouvements orbitaux soient plans.
Dans la suite nous prendrons donc θ = pi/2. L’e´quation pour l’e´volution de
la distance radiale r peut aussi eˆtre de´termine´e a` partir de Eq. (10.5). Ce-
pendant il est plus simple d’utiliser l’inte´grale premie`re du mouvement qui
nous est fournie par le fait que le carre´ de la quadrivitesse est constante. Ici
l’analyse se scinde en deux, selon que l’on e´tudie des particules sans masses,
pour lesquelles on a ne´cessairement 5 uµu
µ = 0 tout le long de la trajectoire
(ge´ode´siques de genre lumie`re, ou null geodesics, voire  ge´ode´siques nulles),
ou que l’on e´tudie des particules massives qui suivent des trajectoires de type
temps (timelike geodesics), c’est-a`-dire qui satisfont uµu
µ = −1, lorsque le
parame`tre affine est choisi de fac¸on a` co¨ıncider avec la l’intervalle le long de
la trajectoire : uµ = dxµ/(cdτ). En effet, avec un tel choix pour le parame`tre
affine λ = cτ (que nous prendrons par la suite dans le cas de particules mas-
sives), on a gµνu
µuν = (gµνdx
µdxν)/c2dτ 2 = ds2/c2dτ 2 = −1 (cf. Eq. (5.34)).
Un calcul direct a` l’aide de la me´trique de Schwarzschild Eq. (9.6) fournit
5. Rappelons que cela provient de la relativite´ restreinte. Avec λ le parame`tre affine le
long de la trajectoire, on a uµu
µ = gµνdx
µdxν/dλ2. Or on a vu en relativite´ restreinte que
les photons obe´issent a` l’e´quation tensorielle gµνdx
µdxν = 0, qui, e´tant vraie localement,
doit eˆtre vraie partout le long de la trajectoire en espace courbe, du fait du principe
d’e´quivalence – ou si l’on pre´fe`re, du fait que l’espace est localement Minkowskien en tous
points.
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alors l’e´quation radiale :
uµu
µ = −
(
1− 2M
r
)
t˙2 +
(
1− 2M
r
)−1
r˙2 + r2θ˙2 + r2 sin2 θφ˙2
uµu
µ =
−k2 + r˙2
1− 2M
r
+
L2
r2
(10.9)
= 0 ou − 1
ou` l’on a utilise´ les deux lois de conservation Eqs. (10.6) et (10.7), ainsi que
θ = pi/2. Par ailleurs on a pris pour simplifier G = c = 1. Dans les sections
suivantes, nous e´tudierons tour a` tour les orbites des particules massives puis
non massives.
10.2 Ge´ode´siques de genre temps
10.2.1 E´quations du mouvement et potentiel effectif
E´quations du mouvement. Fort de la section pre´ce´dente nous savons
que toute particule massive libre a un mouvement donne´ par les e´quations
suivantes : (
1− 2GM
rc2
)
ct˙ = k (10.10)
r2φ˙ = L (10.11)
θ = pi/2 (10.12)
r˙2 − 2GM
rc2
+
L2
r2
− 2GML
2
r3c2
= k2 − 1 (10.13)
ou` l’on a simplifie´ u2 = −1 en utilisant Eq. (10.10), et l’on a re´introduit les
constantes dimensionne´es (on notera avec Eq. (10.7) que L a la dimension
d’une longueur). On rappelle que le point de´note une de´rivation par rapport
a` cτ , de sorte que l’on peut aussi e´crire l’e´quation radiale sous une forme
plus suggestive, en divisant par deux, et en multipliant par la masse m de la
particule massive :
m
2
(
dr
dτ
)2
− GMm
r
+
mC2
2r2
− GMmC
2
r3c2
= mc2
(k2 − 1)
2
(10.14)
ou` l’on a de´finit e´galement C = L × c, de sorte a` retrouver la constante
des aires rencontre´e dans les lois de Ke´pler de la gravitation Newtonienne
(chapitre 3, section 3.4). On ve´rifiera a` titre d’exercice l’homoge´ne´ite´ de la
formule pre´ce´dente, en notant que C s’exprime en m2.s−1.
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Interpre´tation. Hormis le fait que l’on de´rive ici par rapport au temps
propre le long de la trajectoire, et aussi le fait que la coordonne´e radiale
r dans la ge´ome´trie de Schwarzschild n’indique pas la distance physique
(c’est-a`-dire, mesure´e) au corps central (cf. chapitre 9, section 9.2), la for-
mule ci-dessus est relativement limpide physiquement puisqu’elle co¨ıncide
presque avec l’e´quation radiale Newtonienne rencontre´e au chapitre 3. En
effet, on reconnaˆıt dans les trois premiers termes de Eq. (10.14), respective-
ment,  l’e´nergie cine´tique radiale , puis le couplage au potentiel Newtonien
−GM/r (lie´e a` la force centrale), et enfin  l’e´nergie de rotation autour du
corps central  (lie´e a` la force centrifuge duˆe a` la rotation, si C 6= 0). On
comparera donc a` profit l’e´quation Eq. (10.14) avec l’e´quation Newtonienne
Eq. (3.12). Cela permet de constater que le quatrie`me terme de Eq. (10.14),
a` savoir :
−GMmC
2
r3c2
est nouveau, en revanche. Sans surprise, il doit donc s’annuler dans la limite
Newtonienne, i. e. avec c → ∞. C’est effectivement le cas, puisque C =
r2φ˙ c = r2dφ/dτ → r2dφ/dt est fini dans la limite c → ∞. Ce nouveau
terme est donc une correction relativiste, en ge´ne´ral ne´gligeable en champ
gravitationnel faible, mais qui domine largement les autres termes a` petit
rayon r, ou encore en champ fort, du fait de la de´pendance en 1/r3. Cela a
pour effet de changer totalement les comportements possibles des orbites a`
petit rayons (si C 6= 0), comme nous allons le voir. On voit plus pre´cise´ment
que ce terme est ne´gligeable par rapport au second terme (couplage a` la
gravitation), ssi
GMmC2
r3c2
 GMm
r
⇔ rφ˙
c
 1
c’est-a`-dire quand la vitesse orbitale est ne´gligeable devant celle de la lumie`re.
Par ailleurs cette correction en forme de force centripe`te reste ne´gligeable par
rapport au terme centrifuge Newtonien (troisie`me terme), ssi :
GMmC2
r3c2
 mC
2
2r2
⇔ GM
rc2
 1
2
⇔ r  rS
c’est-a`-dire loin de l’horizon. Proche de l’horizon, par conse´quent, ce nou-
veau terme centripe`te domine ; en conse´quence le trou noir capte toutes
ge´ode´siques s’aventurant trop pre`s de l’horizon, cf. plus bas.
Potentiel effectif. La comparaison avec l’e´quation Newtonienne et l’exis-
tence d’une e´nergie me´canique conserve´e (voir Eq. (3.13)) nous sugge`re d’in-
troduire l’e´nergie totale de la particule. Il faut cependant distinguer l’e´nergie
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newtonienne (cine´tique plus potentielle) de la notion correcte d’e´nergie rela-
tiviste (e´nergie de masse plus cine´tique plus potentielle). D’apre`s les lois de
la relativite´ restreinte, l’e´nergie de la particule test s’identifie a` E = −p0 =
−mu0 = mk (avec c = 1). Puisque k est sans dimension, on re´tablit la
constante c dans le calcul avec k = E/mc2, ou` E est donc l’e´nergie (relati-
viste) conserve´e. Remarquons que le membre de droite de l’e´quation (10.14)
correspond manifestement a` une e´nergie cine´tique plus potentielle, de sorte
qu’il s’agit en fait de l’e´nergie Newtonienne 6 (elle aussi conserve´e, puisque k
est constant), et que l’on peut e´crire EN = mc2(k2 − 1)/2 = mc2(E2 − 1)/2.
Pour simplifier le traitement a` venir, nous choisissons m = 1 par la suite, les
re´sultats ne de´pendant pas, de toute fac¸on, de la masse m du corps en orbite.
L’e´quation radiale peut alors s’e´crire sous la forme suivante, analogue au cas
Newtonien, avec m = 1 :
EN = 1
2
(
dr
dτ
)2
+ Veff(r) (10.15)
et pour un potentiel effectif (re´gissant la dynamique de la variable r), donne´
par
Veff(r) = −GM
r
+
C2
2r2
− GMC
2
r3c2
(10.16)
L’e´tude de ce potentiel effectif fournit alors toutes les informations qualita-
tives que l’on peut souhaiter avoir sur le mouvement d’une particule massive
en orbite autour d’un corps. Disposer de solutions analytiques est cependant
plus difficile dans le cas ge´ne´ral, du fait du terme en 1/r3.
Formules de Binet applique´es au cas relativiste. Le traitement ana-
lytique que l’on vient d’e´voquer sera toujours plus aise´ via le meˆme change-
ment de variables que celui effectue´ en the´orie Newtonienne, et qui consiste
a` re´soudre l’e´quation diffe´rentielle pour la variable u = 1/r en fonction de
φ. Nous obtenons ainsi la ge´ne´ralisation relativiste des formules de Binet
rencontre´es dans le cas Newtonien.
On de´rive d’abord l’inte´grale premie`re Eqs. (10.15) et (10.16) par rapport au
temps propre (ce qui e´limine l’e´nergie conserve´e), puis, a` l’aide des formules
de Binet Eqs. (3.14, 3.15) rencontre´es au chapitre 3, on montre que l’e´quation
des orbites massives est donne´e par
u′′ + u =
GM
C2
+
3GMu2
c2
, (10.17)
6. On ve´rifiera en effet, avec E2 = p2c2 +m2c4 que l’on a EN = p2/2m qui est l’expres-
sion de l’e´nergie en the´orie non-relativiste.
10.2 Ge´ode´siques de genre temps 133
ou` le prime note une de´rive´e par rapport a` φ. A` nouveau, l’e´quation relativiste
co¨ıncide avec l’e´quation Newtonienne Eq. (3.16) a` l’exception d’un nouveau
terme (non-line´aire) qui empeˆche de disposer d’une expression analytique
pour le mouvement orbital.
Dans les sous-sections suivantes, nous re´solvons d’abord exactement le cas de
la chute libre radiale, puis e´tudions qualitativement les orbites non-radiales a`
l’aide du potentiel effectif. Nous montrons finalement une solution approche´e
de la formule de Binet, et qui montre la pre´cession du pe´rihe´lie des orbites
lie´es ; cela permet de tester la the´orie sur le mouvement de Mercure, par
exemple.
10.2.2 Cas particulier de la chute libre radiale
Dans ce cas, on a C = 0. L’e´quation radiale est alors, simplement (cf.
Eq. (10.14)) :
1
2
(
dr
dτ
)2
− GM
r
= c2
(k2 − 1)
2
(10.18)
Dans la suite nous nous contenterons d’e´tudier, pour simplifier, le mouvement
d’une particule test laˆche´e depuis l’infini et sans vitesse initiale dans le trou
noir central. C’est donc la trajectoire caracte´rise´e par k2 = 1 (ou si on veut
E = mc2 ou encore EN = 0), au vu de l’e´quation pre´ce´dente. L’e´quation se
simplifie donc en (
dr
dτ
)2
=
2GM
r
(10.19)
On note d’ailleurs, en de´rivant, que cela s’e´crit aussi r¨ = −GM/r2 pre´cise´ment
comme en gravitation Newtonienne, aux nuances e´voque´es dans la section
pre´ce´dente (de´rive´e par rapport au temps propre et r qui ne donne pas la
distance physique). Nous avons, pour une trajectoire tombant vers le trou
noir (signe −) :
dr
dτ
= −
√
2GM
r
et
dt
dτ
=
(
1− rS
r
)−1
(10.20)
On en de´duit notamment, en inte´grant la premie`re e´quation, que le temps
propre e´coule´ ∆τ entre un rayon initial ri et final rf est donne´ par
∆τ =
2
3
√
2GM
(
r
3/2
i − r3/2f
)
(10.21)
de sorte que la dure´e propre cumule´e ne diverge effectivement pas a` la tra-
verse´e de l’horizon (et jusqu’a` la singularite´), comme annonce´ au chapitre
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9. C’est le point principal que nous voulions de´montrer ici. Il est possible
de re´soudre comple`tement le mouvement radial dans les coordonne´es (ct, r),
voir par exemple [5, p. 211]. Cela permet de montrer a` nouveau que t→∞
si r → rS.
10.2.3 Orbites non-radiales
Nous montrons ci-contre le graphe du potentiel effectif donne´ en Eq. (10.16),
ou` le rayon est trace´ en unite´s de M (on prend M = 1, G = 1, c = 1, c’est-a`-
dire encore que r = 3 signifie r = 3GM/c2, etc.). Dans ces unite´s, C a aussi
la dimension d’une longueur et donc d’une masse. Comparons d’abord le cas
Newtonien au cas relativiste, cf. Fig. (10.1).
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Figure 10.1 – Potentiel effectif pour le mouvement orbital d’une particule-
test : cas Newtonien (en bleu) et cas relativiste (en mauve). Ici C = 400M ,
en unite´s naturelles.
Les deux potentiels co¨ıncident a` grande distance du corps central, comme
attendu. A faible distance en revanche, la barrie`re de potentiel Newtonienne
(VNewt(r) → ∞ si r → 0) s’affaisse dans le cas relativiste, puisque V →
−∞ en r → 0. La` ou`, en the´orie Newtonienne, il est impossible a` un
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corps posse´dant un moment cine´tique de tomber sur le corps central suppose´
ponctuel, cela devient possible en relativite´ ge´ne´rale, a` e´nergie suffisamment
grande. Il faut comprendre ici, a` e´nergie radiale initiale suffisamment grande
par rapport a` celle du moment angulaire, c’est-a`-dire que c’est surtout fonc-
tion de la direction initiale de la particule-test : plus la trajectoire initiale
est quasi-radiale initialement, plus il devient aise´ de franchir la barrie`re de
potentiel. Plus on passe pre`s du trou noir, plus il est probable de se faire
capturer par ce dernier ; la section efficace d’un trou noir est donc typique-
ment plus grande que sa surface. Autrement dit encore, le trou noir capte
irre´me´diablement certaines trajectoires ge´ode´siques timelike non-radiales 7.
Si nous trac¸ons maintenant seulement le potentiel total relativiste, et faisons
varier C, alors nous obtenons le faisceau de courbes suivant, cf Fig. (10.2).
Plus la constante des aires est e´leve´e, plus le moment cine´tique est e´leve´, et
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Figure 10.2 – Potentiel effectif pour le mouvement orbital d’une particule-
test, cas relativiste. Ici C varie re´gulie`rement de 3M (courbes supe´rieures) a`
4.5M (courbes infe´rieures), en unite´s naturelles.
par conse´quent, plus la barrie`re de potentiel est haute. Cela est naturel au vu
de la discussion pre´ce´dente sur la captation par le trou noir de ge´ode´siques
7. Tant que l’on n’est pas passe´ sous rS = 2GM , on peut toujours activer un moyen
quelconque de propulsion pour e´chapper au trou noir, mais alors, on ne suit plus une
trajectoire ge´ode´sique ; ici nous parlons uniquement des trajectoires ge´ode´siques.
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quasi-radiales mais non radiales. Outre le fait, clair analytiquement, que V →
−∞ pour r → 0 (et non plus V → ∞ comme dans le cas Newtonien), nous
notons d’autres points inte´ressants sur ce graphe.
Cas particulier des orbites circulaires. Sur les courbes supe´rieures, il
existe deux points pour lesquels la de´rive´e du potentiel s’annule : il y a un
minimum sur la partie droite (peu visible ici), et un maximum au sommet
de la barrie`re de potentiel. En revanche, pour les courbes infe´rieures, il n’y
a plus aucun point ou` la de´rive´e s’annule. C’est important car les points ou`
V ′(r0) = 0 sont les seuls qui autorisent un mouvement circulaire r = r0. En
effet, a` partir de EN = r˙2/2+Veff(r), on obtient r¨ = V ′eff(r) et donc V ′(r0) = 0
pour une trajectoire circulaire. Par ailleurs, les maximums locaux V ′(r) = 0
correspondent a` des mouvements circulaires instables, et les minimums a` des
orbites stables. On montre que V ′(r) = 0 est une e´quation du second ordre
dont le discriminant est strictement positif si et seulement si C > 2
√
3GM/c,
auquel cas on a deux orbites circulaires
r± =
C2 ± C√C2 − 3r2S
rS
(10.22)
avec c = 1, le signe plus correspondant a` l’obite circulaire stable, le signe
moins a` l’orbite instable. On note que r+ ≥ C2/rS ≥ 3rS en utilisant
l’ine´galite´ ci-dessus. Les seules orbites circulaires stables ont donc r ≥ 3rS =
6M . De meˆme, on montre que les orbites circulaires instables vont de r− =
3M a` r− = 6M . Finalement, il n’y a pas d’orbites circulaires du tout (discri-
manant ne´gatif) en dec¸a de r = 3M = 3rS/2. On note que r = 3M est aussi
le point ou` la force lie´e au moment angulaire,
−∇
(
C2
2r2
− GMC
2
r3c2
)
change de signe et devient centripe`te (r < 3M) au lieu de centrifuge.
10.2.4 Pre´cession du pe´rihe´lie de Mercure
L’e´quation du mouvement Eq. (10.17) contient, comme on l’a vu, un terme
supple´mentaire, non-line´aire, par rapport au cas Newtonien. Comme nous
allons le voir rapidement, cela implique que les orbites ferme´es, qui sont
des ellipses en the´orie Newtonienne, deviennent non elliptiques en relativite´
ge´ne´rale. En fait, au premier ordre, les trajectoires ferme´es sont des ellipses
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dont le grand axe tourne sur lui-meˆme, de sorte que la trajectoire d’un sa-
tellite dessine pour ainsi dire une sorte de rosace.
L’e´quation Newtonienne du mouvement
u′′ + u =
GM
C2
(10.23)
a pour solution uN = GM(1 + e cosφ)/C
2, ou` 0 ≤ e < 1 est l’excentricite´
de l’orbite. Dans le cas ou` la perturbation induite par le nouveau terme est
petite (du fait du 1/c2), nous cherchons une solution perturbe´e de la forme
u = uN + δu. Cela revient en fait a` calculer la premie`re perturbation dans un
de´veloppement en puissances de 1/c, ce qu’on appelle aussi un de´veloppement
post-Newtonien. Le calcul montre alors que δu satisfait
δu′′ + δu =
3G3M3
C4c2
(
1 + e2 cos2 φ+ 2e cosφ
)
dont la solution (voir [5, Chp. 10]) est de type
δu = O
(
1
c2
)
+
3G3M3
C4c2
× eφ cosφ
ou` le premier terme est donc ne´gligeable par rapport au second, puisqu’il est
certes lui aussi 1/c2, mais cumulatif en φ. Si l’on ne retient que ce terme,
alors on montre que la solution de Eq. (10.17) est, au premier ordre en 1/c2
et en e :
u =
GM
C2
(1 + e cos ((1− α)φ)) , (10.24)
comme on pourra le ve´rifier directement. Ici α = 3G2M2/(C2c2)  1. On
voit alors que l’orbite est pe´riodique mais de pe´riode 2pi/(1− α), supe´rieure
a` 2pi. Cela implique la pre´cession du grand-axe, qui se de´cale d’un angle
δφ = 2pi/(1 − α) − 2pi ∼ 2piα a` chaque re´volution (dit autrement c’est par
exemple le de´calage angulaire de la position de l’aphe´lie (r = rmax) apre`s une
re´volution). En utilisant finalement un re´sultat Newtonien liant la constante
des aires a` l’excentricite´ de l’orbite e et au demi grand-axe a,
a =
C2
GM(1− e2) ,
on obtient finalement la formule de la pre´cession du pe´rihe´lie :
δφ =
6piGM
a(1− e2)c2 =
3pi
1− e2
rS
a
(10.25)
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L’effet est donc d’autant plus grand que l’orbite est petite et que l’excentricite´
est grande. Le candidat ide´al pour tester cette formule est donc la plane`te
Mercure, a` la fois la plus proche du Soleil et avec en plus une excentricite´ assez
grande : e ≈ 0.2. Les calculs pre´cis montrent que la pre´cession du grand-axe
duˆe aux corrections relativiste vaut the´oriquement ≈ 43.03 secondes d’arc
par sie`cle, ce qui correspond effectivement a` la valeur observe´e de 43.1± 0.5
[5, Chp. 10], une fois que l’on a retire´ des corrections provenant d’autres
effets (pre´cession des e´quinoxes et perturbation de l’orbite de Mercure par
les autres plane`tes). C’est l’un des succe`s historiques majeurs de la relativite´
ge´ne´rale, puisque l’anomalie de l’orbite de Mercure e´tait connue depuis la
seconde moitie´ du 19e`me sie`cle, mais inexplique´e avant la de´couverte du
re´sultat ci-dessus, publie´ par Einstein en 1915.
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E´quations du mouvement. A partir de Eq. (10.10), nous obtenons(
1− 2GM
rc2
)
ct˙ = k (10.26)
r2φ˙ = L (10.27)
θ = pi/2 (10.28)
r˙2 +
L2
r2
− 2GML
2
r3c2
= k2 (10.29)
pour les ge´ode´siques de genre lumie`re, ou` le point est une de´rivation par
rapport a` un parame`tre affine λ, homoge`ne a` une longueur, et qui ne peut
eˆtre le temps propre ou l’intervalle dans ce cas-la`, puisqu’il est nul ; et k est
sans dimension. De la meˆme fac¸on que dans le cas massif, on peut tracer et
e´tudier le potentiel effectif. Enfin, dans les variables de Binet, l’e´quation de
la trajectoire devient :
u′′ + u =
3GMu2
c2
, (10.30)
a` comparer au cas des trajectoires massives Eq. (10.17).
10.3.1 Ge´ode´siques radiales et circulaires
Les ge´ode´siques radiales ont de´ja` e´te´ e´tudie´s et discute´es au chapitre 9, les tra-
jectoires e´tant donne´es par l’e´quation Eq. (9.13). On peut ajouter a` cela que
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la solution du rayon vecteur en fonction du parame`tre affine est tre`s simple :
pour une trajectoire radiale, l’e´quation du mouvement devient simplement
(prendre L = 0 dans Eq. (10.29)) r˙ = ±k, de sorte que le parame`tre affine
e´coule´ entre un point initial quelconque et le moment ou` le photon tombe
sur la singularite´ (en passant par l’horizon) est fini, mimant le re´sultat sur
la chute libre radiale de particules massives.
Existe-t-il maintenant des orbites circulaires pour les photons ? Cette ques-
tion peut sembler surprenante, et pourtant la re´ponse est oui ! En effet, il
suffit de poser u = cst dans l’ Eq. (10.30) pour trouver que des photons
peuvent avoir une trajectoire circulaire en r = 3GM/c2. Pour cette raison,
on parle de la sphe`re de photons, ou photon sphere en anglais. En revanche
ces orbites sont instables (comme on le verrait en trac¸ant le potentiel effec-
tif), de sorte que l’effondrement gravitationnel d’un trou noir (exactement
de´pourvu de moment angulaire ou de charge e´lectrique, ce qui est de´ja` une
ide´alisation) ne conduit sans doute pas a` peupler de fac¸on significative la
sphe`re de photons, qui a de`s lors une existence surtout the´orique.
10.3.2 De´flexion de la lumie`re
Nous terminons ce chapitre par le calcul de la de´flexion de la lumie`re par
un potentiel central, et l’appliquons au cas de la de´flexion de la lumie`re en
incidence rasante aupre`s du Soleil. Le calcul est assez simple. Puisque nous
cherchons l’angle ∆φ entre les deux asymptotes a` la trajectoire (hyperbo-
lique) du photon, nous cherchons d’abord l’expression de dφ/dr. Nous avons
dφ/dλ et dr/dλ dans les e´quations pre´ce´dentes Eqs. (10.28) et (10.29). No-
tons d’abord que l’on peut exprimer la valeur de k de Eq. (10.29) en fonction
de la distance minimale d’approche du rayon lumineux par rapport au corps
central, r0, tel que r˙0 = 0. Alors on a
L2
r20
(
1− rS
r0
)
= k2
de sorte que
r˙2 =
L2
r20
(
1− rS
r0
)
− L
2
r2
(
1− rS
r
)
Alors on a, en utilisant aussi Eq. (10.28), et apre`s simplifications
dφ
dr
=
φ˙
r˙
=
1
r
[(
r
r0
)2(
1− rS
r0
)
−
(
1− rS
r
)]−1/2
(10.31)
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Par syme´trie du proble`me autour de r0, l’angle de de´flexion s’exprime alors
comme ∆φ = 2(φ(∞)− φ(r0))− pi, soit donc
∆φ = 2
∫ ∞
r0
dr
r
[(
r
r0
)2(
1− rS
r0
)
−
(
1− rS
r
)]−1/2
− pi (10.32)
de manie`re exacte. On peut maintenant de´velopper cette expression au pre-
mier ordre en 1/c2. Cela donne un premier terme Newtonien
2
∫ ∞
r0
dr
r
[
r2
r20
− 1
]−1/2
= pi
et une correction relativiste
2
∫ ∞
r0
dr
r
(r2 + rr0 + r
2
0)rS
2rr0(r + r0)
√
r2
r20
− 1
=
2rS
r0
Dans le cas d’une lumie`re rasant la surface du Soleil, r0 = R (le rayon du
Soleil), et dans ce cas, la de´flexion vaut, au premier ordre,
∆φ =
4GM
Rc2
(10.33)
qui s’e´value nume´riquement a` 1.74 secondes d’arc, en tre`s bon accord avec
les observations.
Quatrie`me partie
Cosmologie relativiste
Chapitre 11
Mode`les d’Univers homoge`nes
et isotropes
Le lecteur trouvera peut-eˆtre utile de relire a` ce stade la section sur la cosmo-
logie Newtonienne (Section 3.6). Dans ce chapitre, nous revenons d’abord sur
les principes de la cosmologie relativiste. Nous de´crivons ensuite la ge´ome´trie
puis la dynamique des Univers homoge`nes et isotropes. Les observables et la
de´termination des parame`tres cosmologiques sont discute´s au chapitre sui-
vant.
11.1 Principes de la cosmologie
Comme nous l’avons vu dans les premiers chapitres, le contenu de l’Univers
est structure´ de fac¸on complexe. Afin d’e´tudier la dynamique de l’Univers
dans son ensemble, il est ne´cessaire de simplifier (conside´rablement) l’analyse
en empruntant des raccourcis qu’il s’agira de justifier a posteriori 1. Nous
avons vu que l’Univers semblait relativement homoge`ne a` tre`s grande e´chelle
(> 100 Mpc), et que ses proprie´te´s ne semblaient pas de´pendre de la direction
de l’observation. Il est alors naturel de supposer que cela ne nous est en rien
spe´cifique (c’est le principe copernicien qui demande que nous n’occupions
pas une place privile´gie´e dans l’Univers), de telle sorte que l’on est amene´
a` supposer que l’Univers doit eˆtre isotrope en tous points, ce qui implique
alors qu’il est ne´cessairement homoge`ne. Dans ce cadre l’Univers ne peut eˆtre
rempli que de divers fluides de densite´s uniformes dans l’espace. On parle
1. C’est une tache difficile qui n’est pas encore mene´e a` son terme aujourd’hui, cf.
ci-dessous
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aussi du principe cosmologique. Il a deux versions : le principe cosmologique
fort, qui demande que les proprie´te´s de l’Univers soient identiques pour tous
les observateurs, ce qui requiert homoge´ne´ite´ et isotropie dans l’espace, et
homoge´ne´ite´ dans le temps, i. e. un Univers uniforme et statique. Cette
piste e´tant depuis longtemps abandonne´e, on arrive au principe cosmologique
faible, qui demande que les proprie´te´s de l’Univers soient inde´pendantes de la
position spatiale des observateurs, i. e. qui requiert homoge´ne´ite´ et isotropie
de l’espace.
Ce principe est bien entendu une ide´alisation a` laquelle il ne faut pas accorder
trop de sens philosophique 2. Localement, l’Univers n’est manifestement pas
isotrope et homoge`ne (cf. syste`me solaire par exemple), mais on peut envisa-
ger que cette description puisse permettre de comprendre en partie le cosmos
aux grandes e´chelles, en oubliant la structuration complexe de la matie`re et
en la mode´lisant par un fluide dont la densite´ uniforme est calcule´e par un
processus de moyennisation.
Ce cours ne se penchera pas sur les aspects historiques de la cosmologie et
de ses pionniers, mais il n’est pas inutile de rappeler cependant que ces hy-
pothe`ses ont e´te´ faites (par Einstein lui meˆme de`s 1917, puis Friedmann,
Lemaˆıtre, et autres) avant meˆme de savoir ce que contenait re´ellement l’Uni-
vers, sans la connaissance non plus que l’Univers e´tait en expansion. Ainsi
Einstein cherchait – justement – une solution de´crivant un Univers statique
(ce qui l’a amene´ a` introduire la constante cosmologique Λ). Le principe cos-
mologique a servi a` l’e´poque de guide heuristique pour e´tablir des mode`les
d’Univers.
Le point de vue moderne est de´sormais comple`tement oppose´ : il s’agit
dore´navant de comprendre pourquoi le principe cosmologique est si efficace
pour de´crire l’Univers observable, alors que l’on sait de nos jours que l’Univers
est fortement inhomoge`ne depuis plusieurs milliards d’anne´es. Ainsi un point
central est le fait que l’e´volution dynamique ne commute pas avec le processus
de moyennisation de´crit plus haut. On peut de´montrer que moyenner la dis-
tribution de matie`re et la laisser e´voluer (c’est ce que l’on fait implicitement
dans les mode`les homoge`nes et isotropes), ou bien laisser e´voluer une distri-
bution de matie`re non homoge`ne puis la moyenner ne sont pas des proce´dures
e´quivalentes pour l’histoire de l’expansion de l’Univers. Malgre´ tout, le succe`s
des mode`les homoge`nes et isotropes est indiscutable, et cela provient en par-
tie du fait que l’Univers primordial e´tait effectivement tre`s homoge`ne, comme
le de´montre l’analyse du CMB. Ainsi, l’influence des inhomoge´ne´ite´s ne peut
eˆtre importante que dans l’Univers tardif, apre`s la formation des structures
2. En tout cas dans la cosmologie moderne.
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(i. e. apre`s environ un milliard d’anne´es). La quantification pre´cise de ces
effets, a` la fois sur l’expansion de l’Univers a` proprement parler, et sur les
observables (i. e. la propagation de la lumie`re), est cependant de´licate. C’est
un sujet tre`s actuel et tre`s actif, et d’autant plus pressant que nous entrons
dans une phase de cosmologie de pre´cision ou` les observations sont de plus
en plus fines, de sorte que les impre´cisions de mesure sont peut-eˆtre de´ja` 3
en dec¸a` des erreurs syste´matiques, notamment de celles qui proviennent de
l’interpre´tation de ces donne´es dans le cadre the´orique de la cosmologie ho-
moge`ne qui, malgre´ son succe`s, est cependant inexacte.
11.2 Ge´ome´trie des mode`les homoge`nes et iso-
tropes
Nous allons voir que l’homoge´ne´ite´ et l’isotropie restreignent conside´rablement
la forme de la me´trique. Il y a plusieurs manie`re d’arriver a` cette me´trique.
Nous en proposons une parmi d’autres ici 4. (Il existe des de´monstrations
purement mathe´matiques et rigoureuses).
11.2.1 Syste`me de coordonne´es synchrones et como-
biles
Le contenu d’un tel Univers ne peut eˆtre qu’un (ou plusieurs) fluides par-
faits de densite´ et de pression uniformes dans l’espace, mais pouvant e´voluer
dans le temps. Les e´quations p = cste et ρ = cste doivent donc de´finir des
hypersurfaces globales Σ (i. e. des espaces a` trois dimensions) de genre es-
pace. L’espace-temps M doit eˆtre feuillete´ par ces hypersurfaces et a donc
la topologieM = Σ×R. Autrement dit ces e´quations de´finissent une notion
naturelle de simultane´ite´ globale : l’ensemble des points d’une hypersurface
ρ = cste ont pour coordonne´e un certain temps commun t, que l’on appellera
le temps cosmique (ou temps cosmologique).
Il faut comprendre que l’Univers ne peut pas paraˆıtre isotrope pour tous les
observateurs. Conside´rons par exemple le CMB qui est un fluide de photons.
Si l’on se de´place par rapport a` ce fluide, alors on voit un bain de photons
qui est de´cale´ vers le bleu (blueshift en anglais) devant nous, et de´cale´ vers
3. Il s’agit d’une question ouverte.
4. Une me´thode consistant a` utiliser l’e´quation de conservation ∇µTµν = 0 pour le
fluide cosmique est e´galement tre`s e´le´gante.
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le rouge (redshift) derrie`re nous, au lieu d’observer des proprie´te´s similaires
dans toutes les directions 5. Afin de pouvoir exploiter la proprie´te´ d’isotropie
il nous faut donc l’appliquer a` des observateurs privile´gie´s qui sont lie´s au
fluide, c’est-a`-dire qui sont comobiles avec le fluide. On les appelle aussi en
cosmologie les observateurs fondamentaux. En fait les e´le´ments infinite´simaux
du fluide co¨ıncident avec ces observateurs.
Il est alors naturel de chercher a` introduire un syste`me de coordonne´es
adapte´, comobile, c’est-a`-dire dans lequel chaque e´le´ment infinite´simal de
fluide a des coordonne´es (x1, x2, x3) constantes dans le temps. En particulier,
la quadrivitesse des e´le´ments de fluide doit valoir uµ = (u0, 0, 0, 0) dans ce
SC. On va par ailleurs chercher un SC tel que le temps propre de tous ces
observateurs soit e´gal entre eux, c’est-a`-dire de telle sorte que les horloges
de tous les e´le´ments de fluide marchent au meˆme rythme et indiquent toutes
le meˆme temps t (le temps cosmique introduit plus haut). On parle de coor-
donne´es – ou de jauge – synchrones. Ainsi on veut imposer dτ = dt, de sorte
que u0 = dt/dτ = 1.
Mais un tel syste`me de coordonne´e existe-t-il ? Les e´le´ments de fluide sont
libres et suivent des ge´ode´siques. Il nous faut donc trouver un SC dont la
me´trique admet uµ = (1, 0, 0, 0) pour ge´ode´siques. En e´crivant l’e´quation des
ge´ode´siques on trouve alors
u˙0 + Γ000 = 0 (11.1)
u˙i + Γi00 = 0 (11.2)
ou` l’on a utilise´ ui = 0 et u0 = 1. Par ailleurs u˙0 = 0 et u˙i = 0, et on doit
donc avoir Γ000 = Γ
i
00 = 0 dans tout SC comobile et synchrone. On montre
que ces e´quations sont satisfaites si g0i = 0, g
0i = 0, et g00 = −1, comme on
pourra le ve´rifier. La me´trique en coordonne´es comobiles synchrone produit
donc l’e´le´ment de longueur suivant
ds2 = −c2dt2 + gijdxidxj (11.3)
qui est adapte´ a` l’e´tude des Univers homoge`nes et isotropes dont la topologie,
on l’a vu, est Σ×R, ce qui est manifeste dans l’e´le´ment de longueur ci-dessus.
Il faut noter que l’homoge´ne´ite´ et l’isotropie spatiale n’ont pas encore e´te´
impose´es a` ce stade. En revanche, ce qu’on a fait est de de´finir un SC adapte´
a` la topologie de l’espace-temps et dans lequel on peut reque´rir de fac¸on
5. C’est d’ailleurs le cas du CMB tel qu’on l’observe depuis la Terre : la Terre se meut
dans le CMB et on voit donc un dipoˆle blueshift/redshift dans le CMB ; il faut soustraire
ce dipoˆle pour observer un CMB quasiment isotrope, aux fluctuations primordiales pre`s,
qui sont de l’ordre de 10−5 en valeur relative.
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non-ambigue¨ ces proprie´te´s. Il apparait en effet qu’il suffit maintenant de
demander que la me´trique purement spatiale gij soit homoge`ne et isotrope,
c’est-a`-dire aussi que les hypersurfaces Σ soient maximalement syme´triques.
11.2.2 Me´trique FLRW
Comme cela a e´te´ vu en TD, cette analyse restreint alors les formes possibles
de la me´trique gij, et l’on obtient les me´triques de Friedmann-Lemaˆıtre-
Robertson-Walker, ou FLRW. Ces trois me´triques possibles sont donne´es
par
ds2 = −c2dt2 + a(t)2
(
dr2
1− kr2 + r
2d2Ω
)
(11.4)
avec k = +1, k = 0, ou k = −1, et d2Ω = dθ2 + sin2 θdφ2. Les hyper-
surfaces spatiales sont respectivement sphe´riques, plates, et hyperboliques.
Ces me´triques de´crivent donc respectivement un Univers sphe´rique, ferme´,
de volume fini et sans bords, un Univers plat et infini, et un Univers ou-
vert et infini. La ge´ome´trie de ces espaces a e´te´ davantage e´tudie´e en TD.
La me´trique est ici e´crite en coordonne´es sphe´riques (t, r, θ, φ), avec r sans
dimension, tandis que a(t), le facteur d’e´chelle (cf. Section 3.6), de´crivant
l’expansion des sections spatiales, a la dimension d’une longueur. Ce sont
des coordonne´es comobiles de telle sorte qu’une galaxie, par exemple, qui
a pour coordonne´es (r, θ, φ) a` un instant donne´, a encore ces meˆmes coor-
donne´es a` un instant ulte´rieur inde´pendamment de l’expansion de l’Univers,
pour peu en tout cas que cette galaxie n’ait pas de vitesse particulie`re par
rapport aux fluides cosmiques (c’est-a`-dire, essentiellement, le CMB).
Un changement de variable ame`ne l’e´le´ment de longueur sous une forme
alternative que nous utiliserons e´galement dans la suite :
ds2 = −c2dt2 + a(t)2 (dχ2 + Sk(χ)2d2Ω) (11.5)
avec
Sk(χ) = sinχ si k = 1
Sk(χ) = χ si k = 0
Sk(χ) = sinhχ si k = −1 (11.6)
Notons que dans le cas plat (k = 0) on peut aussi utiliser des coordonne´es
carte´siennes avec un e´le´ment de longueur e´quivalent donne´ par
ds2 = −c2dt2 + a(t)2 (dx2 + dy2 + dz2) (11.7)
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Par la suite nous utiliserons aussi le facteur d’e´chelle re´duit, adimensionne´,
normalise´ par sa valeur aujourd’hui : on pose a0 = a(t0) avec t0 l’instant
pre´sent, puis
aˆ(t) =
a(t)
a0
(11.8)
de sorte que aˆ(t0) = aˆ0 = 1. Dans la suite nous poserons e´galement c = 1,
c’est-a`-dire que nous travaillerons dans un  syste`me d’unite´s relativistes 
ou` l’unite´ de longueur est par exemple une seconde-lumie`re si l’unite´ de temps
est d’une seconde, etc.
11.3 Dynamique des mode`les FLRW
La me´trique FLRW ne de´pend que de la fonction inconnue a(t), le facteur
d’e´chelle de´crivant l’expansion des sections spatiales, i. e. l’e´volution de l’ex-
pansion de l’Univers. La dynamique de cette fonction est trouve´e en e´crivant
l’e´quation d’Einstein pour la me´trique FLRW, et en spe´cifiant le contenu en
e´nergie-impulsion. Dans un premier temps, nous donnons la forme des sym-
boles de Christoffel, puis du tenseur de Ricci et du scalaire de courbure, et
enfin du tenseur d’Einstein. Nous obtenons ainsi le membre de gauche de
l’e´quation d’Einstein. Nous de´crivons ensuite le contenu en matie`re par un
fluide parfait, et nous introduisons une notion assez centrale (en cosmolo-
gie) d’e´quation d’e´tat du fluide. Les e´quations d’Einstein prennent alors une
forme simple, connue sous le nom d’e´quations de Friedmann, et qui sont les
principales e´quations dynamiques de la cosmologie.
11.3.1 Expressions des symboles de Christoffel
De l’expression de l’e´le´ment de longueur Eq. (11.4) nous de´duisons l’expres-
sion des symboles de Christoffel non-nuls. Le calcul donne (avec c = 1, et un
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point e´tant la de´rive´e par rapport au temps cosmique)
Γ0rr =
aa˙
1− kr2 Γ
0
θθ = r
2aa˙ Γ0φφ = r
2 sin2 θaa˙
Γr0r =
a˙
a
Γrrr =
kr
1− kr2 Γ
r
θθ = −r(1− kr2)
Γrφφ = −r sin2 θ(1− kr2)
Γθ0θ =
a˙
a
Γθθr =
1
r
Γθφφ = − cos θ sin θ
Γφ0φ =
a˙
a
Γφφr =
1
r
Γφφθ = cot θ (11.9)
Noter que ces expressions ne sont valables que dans le SC (t, r, θ, φ).
11.3.2 Expressions des tenseurs de courbure
On en de´duit alors les expressions suivantes. Le tenseur de Ricci est diagonal
avec
R00 = −3 a¨
a
,
Rrr =
2k + 2a˙2 + aa¨
1− kr2 ,
Rθθ = r
2(2(k + a˙2) + aa¨),
Rφφ = sin
2 θRθθ. (11.10)
Le scalaire de courbure vaut
R = 6
k + a˙2 + aa¨
a2
, (11.11)
et le tenseur d’Einstein est diagonal avec
G00 = 3
k + a˙2
a2
,
Grr = −k + a˙
2 + 2aa¨
1− kr2 ,
Gθθ = −r2(k + a˙2 + 2aa¨),
Gφφ = sin
2 θGθθ, (11.12)
ou` nous rappelons encore que nous avons pris c = 1.
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11.3.3 Contenu en matie`re-e´nergie et e´quation d’e´tat
Forme du tenseur e´nergie-impulsion
Dans le cadre de la cosmologie homoge`ne, nous de´crirons le contenu en
e´nergie-matie`re de l’Univers par un ou plusieurs fluides parfaits de densite´s et
pressions ρi(t) et pi(t) pour un certain nombre d’indices i. Rappelons qu’un
fluide parfait admet pour tenseur e´nergie-impulsion :
T µνi =
(
pi + ρic
2
)
uµuν + pig
µν (11.13)
ou` nous re´tablissons provisoirement c. Cette expression vaut en tous points
xλ, et uµ(xλ) est alors la quadrivitesse d’un e´le´ment infinite´simal de fluide
situe´ en xλ. Dans notre syste`me de coordonne´es synchrone et comobiles, la
pression et la densite´ ne de´pendent que du temps cosmique t, tandis que
la quadrivitesse est uµ = (1, 0, 0, 0), cf. Section 10.2.1 ci-dessus. Dans les
coordonne´es (t, r, θ, φ) que nous avons conside´re´es jusqu’ici, il s’ensuit que le
tenseur-e´nergie impulsion est diagonal et s’e´crit, en indices haut, comme :
T µν = diag
(
p+ ρc2 − p, pgrr, pgθθ, pgφφ)
= diag
(
ρc2, p
1− kr2
a2
,
p
r2a2
,
p
r2a2 sin2 θ
)
, (11.14)
ou` nous avons supprime´ par commodite´ l’indice i. Nous avons calcule´ le ten-
seur d’Einstein en indices bas, et il nous est donc plus utile d’avoir l’expression
du tenseur e´nergie-impulsion en indices bas. Le calcul (Tµν = gµαgνβT
αβ, ou
directement, Tµν = (p+ ρc
2)uµuν + pgµν), donne alors
Tµν = diag
(
ρc2,
a2p
1− kr2 , pr
2a2, pr2a2 sin2 θ
)
(11.15)
dans notre SC. Il suffit ensuite d’e´crire terme a` terme les e´quations d’Einstein
Gµν + Λgµν = 8piGTµν afin de trouver les e´quations dynamiques pour a(t),
cf. ci-dessous. Avant d’arriver a` ces e´quations cependant, nous introduisons
d’abord la notion d’e´quation d’e´tat et de´crivons plus avant les divers fluides
emplissant notre Univers.
Notion d’e´quation d’e´tat et exemples importants
La pression et la densite´ d’un fluide donne´ sont en ge´ne´ral relie´es l’une a`
l’autre par une e´quation d’e´tat (de nature thermodynamique). L’e´quation
d’e´tat la plus ce´le`bre est celle des gaz parfaits (un gaz parfait est une ide´alisation
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d’un gaz re´el, de´crit comme un ensemble de particules identiques, classiques
(= non quantiques), non relativistes, et sans interaction les unes avec les
autres. La loi des gaz parfait s’e´crit, dans une enceinte de volume V :
pV = NkBT, (11.16)
avec p la pression, N le nombre de particules, kB est la constante de Boltz-
mann kB = 1.38 × 10−23 en Joules par Kelvin, et T est la tempe´rature du
gaz en Kelvin. N et V sont relie´s a` la densite´ ρ du gaz par
ρ =
Nm
V
(11.17)
avec m la masse des particules. On introduit alors l’e´quation d’e´tat :
w ≡ p
ρc2
(11.18)
La loi des gaz parfaits prend alors la forme particulie`rement e´le´gante sui-
vante :
wGP =
kBT
mc2
(11.19)
On note que l’e´quation d’e´tat w est un nombre sans dimension, donne´ dans le
cas pre´sent (cela n’est vrai que pour un gaz parfait), par le rapport de l’e´nergie
thermique a` l’e´nergie de masse des particules individuelles. La tempe´rature
d’un gaz est directement proportionnelle a` l’e´nergie cine´tique des particules
qui le composent 6 (on parle d’agitation thermique), de sorte qu’il faut voir
la formule ci-dessus comme :
wGP =
e´nergie cine´tique moyenne d’une particule
e´nergie de masse d’une particule
.
La loi des gaz parfaits pre´suppose que le gaz est non relativiste, c’est-a`-dire
que l’e´nergie cine´tique moyenne d’une particule est tre`s faible devant son
e´nergie de masse, c’est-a`-dire aussi que kBT  mc2, de sorte que pour un
gaz parfait on a w  1 et w ≈ 0 au premier ordre.
La tempe´rature de l’Univers (c’est-a`-dire, celle du CMB, nous y reviendrons)
est suffisamment faible depuis les temps primordiaux pour que l’on ait effec-
tivement kBT  mc2 pour la plupart des particules constituant la matie`re
ordinaire (i. e. les atomes), exception faite des neutrinos qui sont massifs
6. Par de´finition, en fait, de la tempe´rature.
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mais extreˆmement le´gers 7. On dit pour cette raison que la matie`re ordinaire
est froide 8. Autrement dit sa pression est ne´gligeable par rapport a` sa den-
site´ : w ≈ 0 ⇒ p  ρc2, et en pratique on prendra dans la suite p = 0 (ou
w = 0) pour la matie`re ordinaire. On parle aussi de poussie`re ou encore de
dust en anglais.
La nature de la matie`re noire (que nous avons e´voque´e aux chapitres 1 et
3) est encore mal connue. Son roˆle cosmologique de´pend fortement de la
masse des particules qui la composent. Il y a donc eu des mode`les de Hot
Dark Matter ou matie`re noire chaude, i. e. une matie`re noire le´ge`re kBT 
mDMc
2 pour la plupart de l’histoire de l’Univers (la tempe´rature T de´pend
du temps !), mais aussi des mode`les de matie`re noire tie`de (kBT ∼ mDMc2
aux e´poques re´centes). Ces mode`les ont e´te´ e´limine´s, et le sce´nario restant
aujourd’hui est celui d’une matie`re noire froide, ou Cold Dark Matter ou
CDM. La matie`re noire serait compose´e de particules – hypothe´tiques – tre`s
massives (au moins 100 fois la masse d’un proton), et n’interagissant que
via les interactions faibles 9. Du point de vue uniquement de la dynamique
cosmologique, il suffit de savoir que l’on pose w = 0 pour la matie`re noire
froide.
Dans la limite relativiste, il semble, si l’on extrapole la loi des gaz parfaits,
que w tend vers l’infini. Il n’en est rien. C’est un artefact provenant du fait
que la loi des gaz parfaits donne´e plus haut n’est valable que si, pre´cise´ment,
w  1. Un traitement relativiste permet en fait de montrer les deux points
suivants (on l’admettra ici) :
• Dans le cas d’un gaz de particules relativistes et non quantiques tel que
kBT  mc2, on a w → 1/3, et on conside´rera w ≈ 1/3.
• Dans le cas de particules sans masse (les photons par exemple), on a exac-
tement w = 1/3.
Notons aussi que l’on peut associer une e´quation d’e´tat a` la constante cos-
mologique Λ. En effet on peut voir Λgµν dans l’e´quation d’Einstein comme
e´tant un terme de source Tµν = −c4Λ/(8piG)gµν dans le membre de droite.
7. Leurs masses sont inconnues a` ce jour, mais on sait qu’elles sont au moins un milliard
de fois plus petites que celle d’un proton.
8. Exception faite, donc, des neutrinos, dont le roˆle cosmologique est cependant
ne´gligeable, cf. ci-dessous.
9. Cela e´tant, il n’y a pas un unique mode`le admis a` ce jour pour la matie`re noire, mais
un grand nombre de tels mode`les ! Une telle particule ne fait pas partie du mode`le standard
de la physique des particules et ne´cessite une extension (par exemple supersyme´trique) du
mode`le standard. En l’absence a` ce jour d’une de´tection directe sur Terre de cette particule,
les mode`les the´oriques foisonnent.
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Ce terme se comporte comme un fluide parfait avec, comme on peut le voir
facilement, p = −ρ = −Λ (ici c = 1), de sorte que l’e´quation d’e´tat de la
constante cosmologique est w = −1. De fac¸on plus ge´ne´rale (cf. Section 1.4),
tout fluide d’e´nergie noire est, par de´finition, un fluide qui a une e´quation
d’e´tat qui vaut environ −1 dans l’Univers tardif, de sorte qu’un tel terme
puisse expliquer l’acce´le´ration re´cente de l’expansion de l’Univers sans faire
re´fe´rence a` une quelconque constante cosmologique.
Pour terminer, les conditions d’e´nergie en relativite´ ge´ne´rale (nous n’abor-
derons pas ce point dans ce cours) permettent de montrer que tout fluide
 raisonnable  doit satisfaire −1 ≤ w ≤ 1. On parle de matie`re raide ou
stiff matter si w = 1 (exemple, un fluide de champ scalaire libre), de rayon-
nement ou de radiation si w = 1/3, de poussie`re si w = 0, d’e´nergie noire si
w = −1, et de matie`re fantoˆme si w < −1.
11.3.4 E´quations de Friedmann
Revenons aux e´quations d’Einstein applique´es aux mode`les FLRW, et posons
a` nouveau c = 1. Nous avons l’expression de Gµν dans l’Eq. (11.12) ainsi que
celle du tenseur e´nergie-impulsion dans l’Eq. (11.15). Avec, enfin, la formule
Λgµν = diag
(
−Λ, Λa
2
1− kr2 , r
2Λa2r2,Λa2r2 sin2 θ
)
nous trouvons que les composantes 00 et rr de l’e´quation d’Einstein donnent :
k
a2
+
a˙2
a2
=
8piG
3
ρ+
Λ
3
−k + a˙
2 + 2aa¨
a2
+ Λ = 8piGp (11.20)
En injectant la premie`re e´quation dans la seconde, on peut re´e´crire ce syste`me
sous la forme suivante :
H2 =
8piG
3
ρ+
Λ
3
− k
a2
(11.21)
a¨
a
= −4piG
3
(ρ+ 3p) +
Λ
3
(11.22)
ou` l’on a de´finit le parame`tre de Hubble :
H(t) =
a˙
a
(11.23)
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Ce sont les e´quations de Friedmann, avec c = 1, et e´crites ici pour un seul
fluide. Si plusieurs fluides sont pre´sents, on effectuera simplement le rempla-
cement ρ→∑ ρi et p→∑ pi.
On ve´rifiera a` titre d’exercice que les composantes θθ et φφ de l’e´quation
d’Einstein n’apportent pas d’information supple´mentaire.
On note finalement qu’en l’absence de constante cosmologique Λ = 0, la
seconde e´quation de Friedmann montre que l’Univers est de´ce´le´re´ si et seule-
ment si ρ + 3p > 0, c’est-a`-dire si w > −1/3, et acce´le´re´ si et seulement
si w < −1/3. Pour acce´le´rer l’expansion de l’Univers, il faut une pression
fortement ne´gative (la densite´ d’e´nergie e´tant en ge´ne´ral positive, en tout cas
dans les mode`les re´alistes).
11.3.5 E´quation de conservation
On note qu’avec les e´quations de Friedmann nous avons deux e´quations
diffe´rentielles pour trois fonctions inconnues a(t), p(t), ρ(t). Le syste`me d’e´quation
est ferme´ si l’on ajoute une e´quation d’e´tat w = p/ρ, que l’on supposera
dore´navant constante dans le temps 10.
Afin de faire apparaˆıtre une de´rive´e de la densite´ ρ, on peut de´river par
rapport au temps la premie`re e´quation de Friedmann Eq. (11.21) :
2HH˙ = 2H
(
a¨
a
−H2
)
=
8piG
3
ρ˙+ 2H
k
a2
, (11.24)
puis utiliser la seconde e´quation de Friedmann Eq. (11.22), diviser le tout
par 2H, re´utiliser Eq. (11.21) pour e´liminer H2, et trouver finalement :∑
i
ρ˙i = −3H
∑
i
(ρi + pi) . (11.25)
Conside´rons d’abord le cas d’un seul fluide d’e´quation d’e´tat w. On a alors
l’e´quation :
ρ˙
ρ
= −3(1 + w) a˙
a
(11.26)
qui s’inte`gre imme´diatement en
ρ(t) ∝ a(t)−3(1+w) (11.27)
10. C’est une simplification dont on veillera par la suite a` l’applicabilite´. On a vu que
l’e´quation d’e´tat de´pend typiquement de la tempe´rature de l’Univers qui elle-meˆme de´pend
du temps, et il faut noter aussi que l’e´quation d’e´tat peut aussi de´pendre explicitement du
temps, comme c’est le cas par exemple de l’e´quation d’e´tat d’un champ scalaire.
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Cette e´quation est cruciale puisqu’elle permet de voir comment un fluide
d’e´quation d’e´tat w se dilue avec l’expansion cosmique. Il nous faut faire ici
quelques commentaires importants sur cette e´quation.
• L’e´quation Eq. (11.26) pour un seul fluide est connue sous le nom d’e´quation
de conservation (de l’e´nergie), car on peut montrer qu’elle provient e´gale-
ment de la conservation du tenseur e´nergie-impulsion du fluide en question :
∇µT µν = 0.
• Il n’est pas e´tonnant que cette e´quation soit en fait code´e dans les e´quations
de Friedmann, puisque celles-ci proviennent de l’e´quation d’Einstein qui
inte`gre automatiquement la conservation de l’e´nergie via l’identite´ de Bian-
chi∇µ(Gµν+Λgµν) = 0, puisque, on le rappelle, la me´trique est compatible
avec la connexion, i. e. ∇µgαβ = 0.
• Dans le cas ou` plusieurs fluides sont pre´sents, la seule loi de conservation
que l’on ait a` disposition est la conservation du tenseur e´nergie-impulsion
total : ∇µ (
∑
i T
µν
i ) = 0 pour les i = 1 . . . n fluides. Cela conduit directe-
ment a` l’Eq. (11.25). Si l’on veut aller plus loin et obtenir une e´quation
de type Eq. (11.27) pour chacun des fluides, il est ne´cessaire de suppo-
ser qu’ils sont inde´pendants les uns des autres, c’est-a`-dire qu’ils n’inter-
agissent pas (ou de fac¸on ne´gligeable), c’est-a`-dire encore qu’ils n’e´changent
pas d’e´nergie entre eux. Si cela est vrai 11 on a alors se´pare´ment ∇µT µνi = 0
pour tout i, et on a, pour tous les fluides d’e´quation d’e´tat wi, l’e´quation :
ρi(t) ∝ a(t)−3(1+wi) (11.28)
Nous supposerons dans la suite que les divers fluides emplissant notre Uni-
vers (c’est-a`-dire, simplement, la radiation, la matie`re ordinaire, et la matie`re
noire) sont effectivement de´couple´s, de sorte que l’e´quation ci-dessus est va-
lable. En fait du point de vue de la dynamique cosmologique il n’y a pas de
raison particulie`re pour se´parer matie`re ordinaire et matie`re noire puisque
toutes les deux ont la meˆme e´quation d’e´tat wm = 0. Ainsi la densite´ de
matie`re (ordinaire plus noire), ρm satisfait
ρm(t) ∝ a(t)−3 (11.29)
11. Cela n’est pas force´ment le cas. Imaginons, par exemple, que la matie`re noire se
de´sinte`gre spontane´ment en photons. Alors une partie de la densite´ de CDM passe vers
la densite´ de rayonnement. Autre exemple : l’Univers primordial est suffisamment chaud
pour que les photons donnent spontane´ment naissance a` des paires fermions/antifermions,
et inversement. A cette e´poque il y a donc effectivement transfert d’e´nergie entre radiation
et matie`re baryonique. Cependant, dans ce cas-ci, cela n’affecte en rien la dynamique
cosmologique puisque l’Univers est suffisamment chaud pour que la matie`re baryonique
soit ultra-relativiste et se comporte donc essentiellement comme de la radiation.
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Cette e´quation est parfaitement intuitive, puisque la matie`re est compose´e
de particules, et que la densite´ de particules doit bien diminuer par 8 = 23
si l’Univers double de taille. Conside´rons maintenant le cas de la radiation,
avec wr = 1/3. On trouve alors
ρr(t) ∝ a(t)−4 (11.30)
Cette e´quation est un peu moins intuitive mais s’explique encore aise´ment.
Les photons e´tant des particules, la densite´ de photons diminue bien comme
le volume lors de l’expansion de l’Univers. Mais a` cela s’ajoute un effet de red-
shift cosmologique, comme nous le verrons au prochain chapitre : les longueurs
d’onde des photons augmente de la meˆme fac¸on que a(t), leurs fre´quences va
donc comme 1/a(t), et, en vertu d’une loi de la me´canique quantique 12,
l’e´nergie d’un photon est donne´e par E = hν avec h la constante de Planck
et ν la fre´quence du photon. Au final, la densite´ de photon va comme 1/a3
et leur e´nergie comme 1/a, expliquant ainsi le comportement de la densite´
d’e´nergie de la radiation ρr(t) ∝ a(t)−4.
Notons qu’un fluide d’e´nergie noire w = −1 ne se dilue pas malgre´ l’expansion
cosmique : ρDE = cste. C’est bien le cas de la constante cosmologique qui
est, pre´cise´ment, constante. Encore moins intuitifs sont les fluides fantoˆmes
w < −1 dont la densite´ d’e´nergie croˆıt avec l’expansion de l’Univers ( !),
alors que par ailleurs ils acce´le`rent cette expansion (cf. seconde e´quation de
Friedmann). On voit donc que la pre´sence de matie`re fantoˆme conduit a` une
fin catastrophique de l’Univers ou`, on peut le montrer, le facteur d’e´chelle
tend vers l’infini en un temps fini (si w est suppose´ constant et infe´rieur a`−1).
Ce sce´nario hautement spe´culatif (et, il faut le dire, assez marginal) est connu
sous le nom de Big Rip, ou de  grande de´chirure , puisque les galaxies,
les syste`mes stellaires, et meˆme les atomes eux-meˆmes, etc. devraient eˆtre
de´truits par l’expansion divergente de l’Univers.
11.4 E´tude des e´quations de Friedmann
Dans cette section nous analysons les proprie´te´s essentielles des e´quations de
Friedmann et de quelques unes de ses solutions. Cela ame`ne naturellement
a` poser des quantite´s sans dimensions, dits parame`tres de densite´, dont la
de´termination expe´rimentale est cruciale et sera aborde´e au chapitre suivant.
12. C’est la loi de Planck-Einstein.
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11.4.1 Retour sur les e´quations de Friedmann
Les e´quations de conservation de l’e´nergie nous permettent d’e´crire com-
ple`tement les e´quations de Friedmann. Dans la suite nous conside´rerons un
fluide de radiation (le CMB) et un fluide de matie`re (baryonique plus noire)
d’e´quations d’e´tat respectivement w = 1/3 et w = 0. On sait que la matie`re,
par exemple, a une densite´ qui satisfait ρ(t) ∝ a(t)−3. On peut donc e´crire
que la densite´ de matie`re e´volue dans le temps selon
ρm(t) = ρm(t0)
(
a(t0)
a(t)
)3
(11.31)
ou` l’on a introduit t0 un instant quelconque, que nous choisirons dans toute
la suite eˆtre le temps cosmique aujourd’hui. On notera a0 = a(t0) et ρm,0 =
ρm(t0). De la meˆme fac¸on la densite´ de la radiation satisfait
ρr(t) = ρr,0
(
a0
a(t)
)4
(11.32)
de sorte que la premie`re e´quation de Friedmann devient
H2 =
8piG
3
[
ρm,0
(
a0
a(t)
)3
+ ρr,0
(
a0
a(t)
)4]
+
Λ
3
− k
a(t)2
. (11.33)
On voit donc sur cette e´quation qu’un Univers ΛCDM en expansion e´ternelle
(a(t) → ∞ pour t → ∞) finit toujours par eˆtre domine´ par la constante
cosmologique si celle-ci est non nulle. On a en effet, pour a(t)→∞,
H(t) ∼
√
Λ
3
(11.34)
qui conduit a` une solution exponentielle pour le facteur d’e´chelle a(t) ∼
exp(
√
Λ/3t), dite aussi phase de de Sitter (on a suppose´ ici que Λ est positif).
A l’inverse, dans l’Univers primordial et dans un sce´nario de Big Bang ou`
a(t) → 0 pour un certain instant origine ti, le terme de radiation domine la
dynamique.
Nous voyons ainsi apparaˆıtre les diffe´rentes e`res de notre Univers (le sce´nario
Big Crunch semblant exclu de nos jours, cf. plus bas) : l’Univers primordial
est domine´ par la radiation, puis domine´ par la matie`re non relativiste, en-
suite par la courbure (si non-nulle), et enfin par la constante cosmologique
(meˆme remarque). La transition entre l’e`re de la radiation et l’e`re de matie`re
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se fait lorsque les deux termes le de´crivant sont e´gaux, ce qui se produit a` un
certain moment teq, dit le moment de l’e´quivalence radiation-matie`re :
ρm,0
(
a0
a(teq)
)3
= ρr,0
(
a0
a(teq)
)4
(11.35)
Dans notre Univers, cet instant se produit un petit peu avant la recombinai-
son et l’e´mission du CMB 13, de sorte que l’on peut ne´gliger l’influence de la
radiation de`s 300 000 ans apre`s le Big Bang.
11.4.2 Densite´ critique et parame`tres de densite´
Revenons un instant sur l’e´quation de Friedmann en l’absence d’une constante
cosmologique Λ = 0. On a alors
H2 =
8piG
3
ρ− k
a2
(11.36)
On peut diviser cette e´quation par H2, et introduire la densite´ critique
ρc =
3H2
8piG
(11.37)
que l’on a de´ja` rencontre´e en Section 3.6. L’e´quation de Friedmann s’e´crit
alors
1 =
ρ
ρc
− k
a2H2
(11.38)
de sorte que le rapport de la densite´ de matie`re a` la densite´ critique de´termine
la courbure spatiale de l’espace (si, et seulement si, Λ = 0) :
ρ > ρc ⇒ k = 1
ρ = ρc ⇒ k = 0
ρ < ρc ⇒ k = −1
Cela rejoint la discussion esquisse´e en cosmologie Newtonienne (cf. Section
3.6). Par ailleurs on peut de´montrer que le destin de l’Univers, dans ce
cas, est aussi lie´ a` sa ge´ome´trie, avec un sce´nario Big Bang-Big Crunch si
ρ > ρc ⇒ k = 1, et des sce´narios d’expansion e´ternelle sinon. Cette cor-
respondance entre le destin de l’Univers et sa ge´ome´trie n’est plus valable
13. Pour le de´montrer il faut connaitre la valeur des parame`tres cosmologiques tels que
ρr,0 et ρm,0, nous y reviendrons.
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lorsqu’on introduit une constante cosmologique, comme nous le verrons ci-
dessous.
Afin de ge´ne´raliser cette discussion il apparaˆıt de`s lors naturel d’introduire
les parame`tres de densite´ pour un fluide i par
Ωi ≡ ρi
ρc
(11.39)
Par ailleurs on de´finit un parame`tre de densite´ pour la constante cosmolo-
gique :
ΩΛ ≡ Λ
3H2
(11.40)
et un parame`tre de  densite´ de courbure par
Ωk ≡ − k
a2H2
(11.41)
Tous ces parame`tres Ω de´pendent du temps. En ces termes, la premie`re
e´quation de Friedmann prend une forme tre`s simple, a` savoir
1 =
∑
i
Ωi + ΩΛ + Ωk (11.42)
Il est d’usage de de´finir le  ome´ga total 
ΩT ≡
∑
i
Ωi + ΩΛ (11.43)
sur les fluides i, de sorte que l’e´quation de Friedmann devient
Ωk = 1− ΩT (11.44)
On voit alors que l’Univers est sphe´rique si et seulement si ΩT > 1, plat si
ΩT = 1, hyperbolique si ΩT < 1. Dans la suite nous conside´rerons un Univers
ΛCDM, a` savoir constitue´ du fluide de radiation (le CMB), de parame`tre Ωr,
du fluide de matie`re (baryonique plus noire), de parame`tre Ωm. Ainsi on aura
ΩT = Ωm + Ωr + ΩΛ (11.45)
Les parame`tres de densite´ de´pendent du temps. On peut maintenant utiliser
les e´quations de conservation pour e´crire les parame`tres de densite´ au temps
t en fonction de leurs valeurs aujourd’hui (t = t0). Par exemple :
Ωm =
8piGρm
3H2
=
H20
H2
8piGρm,0
3H20
(
a0
a(t)
)3
=
H20
H2
Ωm,0
aˆ(t)3
(11.46)
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ou` l’on a pose´ le parame`tre de densite´ de la matie`re aujourd’hui :
Ωm,0 ≡ Ωm(t0) = 8piGρm,0
3H20
(11.47)
et H0 = H(t0) est la constante de Hubble. On rappelle enfin que aˆ(t) =
a(t)/a0. Proce´dant de la sorte pour les autres parame`tres, avec Ωi,0 = Ωi(t0)
pour tout i, nous voyons que la premie`re e´quation de Friedmann peut s’e´crire
finalement, en utilisant Eq. (11.44), comme :
H2 = H20
[
Ωm,0
aˆ(t)3
+
Ωr,0
aˆ(t)4
+ ΩΛ,0 +
(1− ΩT,0)
aˆ(t)2
]
(11.48)
et on note que H(t) s’e´crit aussi en fonction du facteur d’e´chelle re´duit aˆ(t)
comme
H =
1
aˆ
daˆ
dt
(11.49)
En combinant les Eqs. (11.22, 11.37, 11.39, 11.40) on peut enfin e´crire la
seconde e´quation de Friedman de la fac¸on suivante
−aa¨
a˙2
= − aˆ
¨ˆa
˙ˆa2
=
Ωm
2
+ Ωr − ΩΛ (11.50)
Il est d’usage d’introduire le parame`tre de de´ce´le´ration q(t) ≡ −aa¨/a˙2, qui
est positif si l’Univers de´ce´le`re, et ne´gatif si l’Univers acce´le`re son expansion.
On a alors
q =
Ωm
2
+ Ωr − ΩΛ (11.51)
La matie`re et la radiation de´ce´le`rent l’expansion, comme attendu, tandis
qu’une constante cosmologique positive a tendance a` l’acce´le´rer. On no-
tera q0 = Ωm,0/2 + Ωr,0 − ΩΛ,0 la valeur du parame`tre de de´ce´le´ration au-
jourd’hui. Nous verrons au prochain chapitre que ce parame`tre est directe-
ment observable. Notez que l’e´quation pour q0 est souvent e´crite, simplement
q0 ≈ Ωm,0/2−ΩΛ,0, c’est-a`-dire en ne´gligeant le terme de radiation qui contri-
bue peu aujourd’hui (cf. ci-dessous)
La forme des e´quations de Friedmann obtenue ci-dessus est particulie`rement
commode puisque donne´e en fonctions de parame`tres de densite´s Ωi,0 a` notre
e´poque, et qui sont, comme nous le verrons au chapitre suivant, directement
accessibles via les observations. Les observations actuelles favorisent
Ωm,0 ≈ 0.3
Ωr,0 ≈ 5× 10−5
ΩΛ,0 ≈ 0.7
Ωk,0 ≈ 0 (11.52)
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tandis que la valeur du Ω0 pour les neutrinos (dont nous n’avons pas parle´
jusqu’ici) est elle aussi ne´gligeable. Inde´pendamment de ces re´sultats, la dis-
cussion des mode`les cosmologiques revient alors a` classifier les solutions pos-
sibles des e´quations de Friedmann en fonction des valeurs de ces quatre pa-
rame`tres aujourd’hui. En particulier nous chercherons a` savoir si l’Univers
est ouvert, plat, ou ferme´, si la solution posse`de ou non un Big Bang et/ou
un Big Crunch, ou encore si l’Univers est en de´ce´le´ration ou acce´le´ration a`
un instant donne´.
11.4.3 Comportement des Univers ΛCDM
Nous nous plac¸ons a` t = t0. Comme dit plus haut, nous ne´gligerons ici la
radiation (qui devient de plus en plus ne´gligeable avec le temps). On voit
d’abord sur le parame`tre de de´ce´le´ration q0 ≈ Ωm,0/2 − ΩΛ,0 que l’Univers
est en expansion acce´le´re´e a` t = t0 si ΩΛ,0 > Ωm,0/2, et de´ce´le´re´e sinon - voir
Fig. 11.1 ci-contre.
L’univers est plat (k = 0) si et seulement si ΩT,0 ≈ Ωm,0 + ΩΛ,0 = 1. Cette
e´quation dessine une ligne droite d’e´quation ΩΛ,0 = 1−Ωm,0 dans le plan des
conditions initiales (ΩΛ,0,Ωm,0). Au dessus de cette ligne, l’Univers est ferme´,
en dessous il est ouvert - voir meˆme figure.
Afin de savoir ensuite si l’Univers ΛCDM va se contracter a` nouveau ou
plutoˆt eˆtre en expansion e´ternelle, on cherche dans l’e´quation de Friedmann
un point ou` la de´rive´e du facteur d’e´chelle change de signe, i. e. l’instant
de recontraction pour lequel on doit avoir a˙ = 0. Cela revient a` trouver une
solution a` l’e´quation suivante
0 = ΩΛ,0aˆ(t)
3 + (1− ΩT,0) aˆ(t) + Ωm,0, (11.53)
obtenue a` partir de la premie`re e´quation de Friedmann en ne´gligeant encore
la radiation. C’est une e´quation du troisie`me degre´ en aˆ, dont les solutions
physiques ont ne´cessairement aˆ > 0. Une analyse un peu technique et sans
gue`re d’inte´reˆt, dont on trouvera le de´tail par exemple dans Hobson, section
15.4, permet finalement de classifier les mode`les sans Big-Bang, avec Big-
Bang, et avec ou sans Big Crunch. On trouve finalement la figure ci-contre
dans le plan (ΩΛ,0,Ωm,0).
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Figure 11.1 – Bilan du comportement des Univers ΛCDM dans le plan
(ΩΛ,Ωm), a` t = t0. Extrait, et comple´te´, de Perlmutter et. al. (The Astro-
physical Journal, 517 : 565-586, 1999). Dans le cas Λ = 0, il y a un lien direct
entre le destin de l’Univers et sa ge´ome´trie, mais cela n’est plus vrai sinon. La
ligne ΩΛ,0 = Ωm,0/2 se´pare les Univers pre´sentement en expansion acce´le´re´e
ou de´ce´le´re´e. La droite ΩΛ,0 = 1 − Ωm,0 se´pare les Univers ferme´s, plats, ou
ouverts. La ligne ΩΛ,0 = 0 jusqu’a` Ωm,0 = 1, puis le´ge`rement incurve´e en-
suite se´pare les Univers en expansion e´ternelle de ceux qui se termineront
en Big Crunch. La zone grise´e dans le cadran supe´rieur gauche correspond a`
des Univers sans Big Bang mais avec un point H = 0 dans le passe´, c’est-a`-
dire des Univers a` rebond (contraction suivie d’une expansion sans passer par
a = 0). La majeure partie de cette zone est directement exclue par l’existence
d’objets astrophysiques de grand redshift (cf. Section 11.4). La zone blanche
de´crit des Univers avec Big Bang. La zone grise´e en bas a` droite est une
zone avec Big Bang mais directement exclue expe´rimentalement, car dans ce
cas l’aˆge de l’Univers est infe´rieur a` l’aˆge des plus vielles e´toiles observe´es,
pour toute valeur H0 ≥ 50km.s−1.Mpc−1. Enfin les ellipses bleues indiquent
la zone de confiance pour les valeurs observe´es de (ΩΛ,0,Ωm,0) de´duite de
l’analyse de la luminosite´ des supernovae, cf. chapitre suivant. Le cas Λ = 0
est tre`s nettement exclu.
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11.4.4 Comple´ment : quelques solutions analytiques
Il n’est pas inutile en cosmologie de connaˆıtre quelques solutions particulie`res
simples correspondant a` des situations ide´alise´es. On a de´ja` vu, par exemple,
qu’un Univers domine´ seulement par la constante cosmologique connaˆıt une
expansion exponentielle avec a(t) ∝ exp(√Λ/3t).
Conside´rons maintenant le cas de l’Univers primordial, qui est essentiellement
domine´ par la radiation, comme on l’a vu. Il s’agit alors de re´soudre l’e´quation
de Friedmann Eq. (11.48) qui se simplifie en :
H2 ≈ H20
Ωr,0
aˆ(t)4
(11.54)
et Ωr,0 ≈ 1 en vertu de Eq. (11.42). En se´parant les variables on obtient
aˆ daˆ = H0dt (11.55)
qui s’inte`gre en
aˆ = (cste+ 2H0t)
1/2 (11.56)
Il faut imposer la condition aˆ(t0) = 1, de sorte que, au final
a(t) = a0 (1 + 2H0(t− t0))1/2 (11.57)
[Ici il ne faut pas conside´rer que t0 est l’instant pre´sent dans notre Univers,
puisqu’il ne serait pas vrai que la radiation dominerait. Il faut plutoˆt voir t0
comme un instant quelconque tel que pour tout t < t0 la radiation domine].
Il est plus fre´quent de trouver cette loi pour l’e´volution du facteur d’e´chelle
a` partir du temps origine t∗ pour lequel a = 0. On trouve, avec l’e´quation
ci-dessus, t∗ = t0 − 1/(2H0), et, remplac¸ant
aˆ(t) =
√
2H0 (t− t∗)1/2 (11.58)
On peut enfin poser la convention t∗ = 0, de sorte que le facteur d’e´chelle,
a` partir de l’instant origine, se comporte comme t1/2. C’est une expansion
e´ternelle et de´ce´le´re´e de l’Univers.
De la meˆme fac¸on, on montre que pendant l’e`re de matie`re qui succe`de a`
l’e`re de radiation (et en ne´gligeant cette fois la courbure, la radiation, et la
constante cosmologique), le facteur d’e´chelle se comporte comme a ∝ t2/3.
Plus pre´cise´ment un Univers seulement constitue´ de matie`re admet pour
solution exacte
a(t) = a0
(
1 +
3
2
H0(t− t0)
)2/3
(11.59)
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La ge´ne´ralisation pour un Univers constitue´ d’un unique fluide d’e´quation
d’e´tat w 6= −1 est la suivante :
a(t) = a0
(
1 +
3
2
(1 + w)H0(t− t0)
) 2
3(1+w)
(11.60)
Le lecteur inte´resse´ trouvera une discussion plus pousse´e des quelques solu-
tions analytiques connues de l’e´quation de Friedmann dans le Hobson, cha-
pitre 15.
Chapitre 12
Observables en cosmologie
Au chapitre pre´ce´dant nous avons de´termine´ la forme ge´ome´trique des Uni-
vers homoge`nes et isotropes. Nous avons aussi identifie´ les e´quations qu’ils
satisfont, et nous avons indique´ les comportements dynamiques les plus im-
portants. Cette analyse ne saurait eˆtre comple`te en l’absence de la discussion
de ce qui est observable du cosmos depuis la Terre, de l’influence de cette ex-
pansion dynamique sur ces observations, et de la de´termination expe´rimentale
des parame`tres de densite´s Ωi,0.
Nous devons nous limiter dans ce chapitre a` certaines observables, sous peine
d’eˆtre beaucoup trop long. En particulier, nous ne discuterons pas ce que la
formation des structures (depuis les fluctuations thermiques du CMB jusqu’a`
la formation proprement dite des amas de galaxie) nous apprend sur la va-
leur de ces parame`tres. Nous ne discuterons pas non plus l’histoire thermique
et thermodynamique de l’Univers, en particulier la nucle´osynthe`se primor-
diale. On peut montrer par exemple que le rapport photons/baryons [[ ? ?]]
et le rapport hydroge`ne/he´lium de´pend de la dynamique de l’Univers au
moment de la recombinaison, de sorte que la connaissance empirique de ces
rapports contraint l’espace des parame`tres. Nous ne donnerons que les princi-
paux re´sultats, et discuterons surtout de la notion de distance en cosmologie
et des corrections relativistes a` la loi de Hubble, qui permettent, a` l’aide
des chandelles standard que sont les supernovae de type I, de de´terminer le
parame`tre de de´ce´le´ration. C’est ce qui a conduit a` la de´couverte majeure
(1998) que l’Univers est pre´sentement acce´le´re´ avec ΩΛ,0 ≈ 0.7, et a conduit
a` la naissance du mode`le concordant ΛCDM.
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12.1 Le redshift cosmologique
Nous commenc¸ons notre discussion par une notion cruciale en cosmologie
observationnelle, le redshift cosmologique. Du fait de l’expansion de l’Univers
pendant le temps de vol d’un photon e´mis d’une source lointaine et qui arrive
sur Terre, la longueur d’onde du photon est dilate´e pendant son trajet. Il
s’ensuit que plus une source est lointaine, plus son spectre lumineux est
de´cale´e vers le rouge. Le calcul pre´cis de ce redshift cosmologique est simple.
Dilatation du temps cosmique et redshift cosmologique
Dans le syste`me de coordonne´es comobiles (t, χ, θ, φ) rencontre´ en Section
10.2, notons avec un indice e la source e´mettrice du photon, avec te < t0, t0
e´tant le temps d’observation. Centrons le SC sphe´rique sur la Terre, de sorte
que nous occupions la position χ = 0, tandis que la source est situe´e a` la
coordonne´e χe. On peut de´montrer, a` l’aide des e´quations ge´ode´siques pour
un photon, qu’un photon se de´place dans un Univers homoge`ne et isotrope
selon des lignes θ = cste et φ = cste, ce qui est tre`s intuitif. Nous admettrons
ici ce re´sultat. Il s’ensuit qu’un photon, suivant par de´finition ds2 = 0 avec
dθ = dφ = 0, satisfait dt = a(t)dχ, de sorte que la distance comobile de la
source χe est donne´e par
χe =
∫ t0
te
dt
a(t)
. (12.1)
Soient alors deux photons e´mis respectivement a` te et te + Te avec Te  te.
Ces photons sont rec¸us respectivement a` t0 et t0 +Tr. En ne´gligeant la vitesse
particulie`re de la source lumineuse, on peut conside´rer qu’elle reste entre te
et te + Te a` la meˆme coordonne´e comobile χe. De`s lors on a
χe =
∫ t0
te
dt
a(t)
=
∫ t0+Tr
te+Te
dt
a(t)
(12.2)
soit
χe =
∫ te+Te
te
dt
a(t)
=
∫ t0+Tr
t0
dt
a(t)
(12.3)
en vertu de la relation de Chasles. Utilisant Te  te et Tr  t0 on a donc∫ te+Te
te
dt
a(t)
≈ Te
a(te)
(12.4)
et ∫ t0+Tr
t0
dt
a(t)
≈ Tr
a(t0)
(12.5)
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de sorte que
Tr
a(t0)
=
Te
a(te)
(12.6)
Cette e´quation montre deux choses. D’abord, un effet de dilatation du temps
au niveau cosmologique : toute dure´e Te entre deux e´ve´nements se produisant
a` te est observe´e comme e´tant dilate´e un instant plus tard, selon la loi Tr =
a(tr)Te/a(t0). On note que Tr > Te dans un Univers en expansion entre te et
t0, mais Tr < Te dans un Univers qui s’est contracte´ entre ces deux e´poques.
Ensuite, on peut conside´rer les e´ve´nements a` te et a` te+Te comme e´tant deux
creˆtes successives d’une onde e´lectromagne´tique monochromatique (dont la
pe´riode est alors celle du photon ve´hicule´), de sorte que la fre´quence du
rayonnement e´lectromagne´tique est elle-meˆme affecte´e par cette dilatation
du temps cosmologique. La fre´quence de ce photon e´mis vaut νe = 1/Te, et
il est rec¸u avec une fre´quence ν0 = 1/Tr, de sorte que l’on a
νe
ν0
=
a(t0)
a(te)
(12.7)
Le photon est observe´ avec une fre´quence moindre (il est redshifte´) si ν0 < νe,
c’est-a`-dire si a(t0) > a(te), et donc si l’Univers s’est e´tendu entre te et t0.
On de´finit le redshift z par
1 + z =
νe
ν0
=
a0
ae
(12.8)
Cette e´quation est certainement beaucoup plus utile lorsque e´crite de la fac¸on
suivante :
a(t) =
a0
1 + z
(12.9)
Le redshift est une quantite´ directement observable, et ce avec une grande
pre´cision (il suffit par exemple de conside´rer la fre´quence observe´e pour une
transition entre deux niveaux d’e´nergie de l’atome d’hydroge`ne, et la com-
parer a` la fre´quence sur Terre ; cela vaut aussi pour toute autre raie spec-
trale). La seule impre´cision re´elle 1 dans la mesure du redshift provient en
fait de l’e´ventuel mouvement particulier de la source (d’ou` un effet Doppler
supple´mentaire) qu’il faut soustraire lorsque ce mouvement est connu.
1. Il pourrait aussi y avoir un de´calage spectral supple´mentaire si le photon e´mis
doit s’extraire d’un puits gravitationnel suffisamment profond pour que l’effet soit non-
ne´gligeable.
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Les quatre variables temporelles de la cosmologie
On note que, pour peu que l’e´volution du facteur d’e´chelle soit monotone dans
le temps cosmique (ce qui est le cas du mode`le concordant ΛCDM, et ce que
nous supposerons par la suite), alors la relation temps–facteur d’e´chelle est
bijective, et ainsi en est-il des relations redshift–temps ou redshift–facteur
d’e´chelle. Autrement dit et le facteur d’e´chelle, et le redshift, sont de toutes
aussi bonnes variables temporelles que le temps t lui meˆme. Le redshift a
meˆme l’avantage conside´rable sur t et a(t) d’eˆtre directement observable, alors
que ces deux derniers ne le sont pas. Il est donc tre`s fre´quent en cosmologie
d’utiliser le redshift comme la variable temporelle de re´fe´rence. On note qu’il
est infini au Big Bang et de´croˆıt avec le temps. Pour re´fe´rence, le redshift a`
l’e´poque du CMB (t ≈ 300 000 ans) vaut environ z = 1100. Les diffe´rentes
relations entre ces trois variables temporelles sont les suivantes.
• La relation entre le facteur d’e´chelle et le temps : a(t) ou t(a), donne´ comme
solution de l’e´quation de Friedmann
• La relation entre le facteur d’e´chelle et le redshift : a(t) = a0/(1 + z)
• Et enfin la relation entre le temps de regard en arrie`re ou aussi le look-back
time, t0 − t > 0, et le redshift z.
Pour trouver cette dernie`re relation on diffe´rencie le logarithme de a(t) =
a0/(1 + z) :
da
a
= H(t)dt = − dz
1 + z
de sorte que
t0 − t =
∫ t0
t
dt = −
∫ 0
z
dz′
H(z′)(1 + z′)
soit
t0 − t =
∫ z
0
dz′
H(z′)(1 + z′)
(12.10)
ou` le parame`tre de Hubble est donne´ en fonction du redshift par
H2 = H20
[
Ωm,0(1 + z)
3 + Ωr,0(1 + z)
4 + ΩΛ,0 + (1− ΩT,0) (1 + z)2
]
(12.11)
en vertu de Eq. (11.48) et de Eq. (12.9).
La relation redshift–temps est e´videmment non-line´aire (et de´termine´e par
la connaissance de a(t) et donc des parame`tres cosmologiques). Un redshift
de 1 correspond de´ja` a` des instants d’e´mission recule´s de plusieurs milliards
d’anne´es 2, et donc aussi a` des sources e´loigne´es d’autant. Les objets les plus
2. Voir par exemple Hobson Fig. (15. 7) et une formule approche´e ci-dessous.
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vieux jamais observe´s, exception faite du CMB lui-meˆme, doivent eˆtre des
objets tre`s lumineux (puisque ne´cessairement tre`s lointains), et sont en l’oc-
currence les quasars, c’est-a`-dire des disques d’accre´tion de matie`re sur des
trous noirs supermassifs 3. Les plus vieux quasars observe´s ont un redshift at-
teignant z = 7, ce qui correspond a` un aˆge d’environ 0.9H−10 , i. e. e´mettant
leur lumie`re environ un milliard d’anne´es apre`s le Big-Bang 4 dans le mode`le
concordant ΩΛ = 0.7,Ωm = 0.3 (voir par exemple Hobson Fig. (15. 7) pour
la relation entre z et le temps de regard en arrie`re).
Aux faibles redshifts z  1, on peut de´velopper en se´rie a(te) ∼ a(t0)− (t0−
te)H0 + . . ., et e´crire le redshift comme
z ≈ (t0 − te)H0,
de sorte qu’aux temps courts, le redshift correspond au temps de vol des
photons, ponde´re´ par la constante de Hubble, qui est l’inverse d’un temps,
et dont l’inverse est un bonne ordre de grandeur pour l’aˆge de l’Univers (cf.
ci-dessous) 1/H0 ∼ 13.5 milliards d’anne´es. Pour repe`re, on a donc :
z ≈ (t0 − te)
13.5× 109ans
si, et seulement si, (t0 − te) 13.5× 109ans, i. e. z  1.
Pour terminer cette discussion notons rapidement que la tempe´rature de
l’Univers (sous-entendue celle du plasma de matie`re avant la recombinaison,
puis celle du CMB ensuite) est aussi une variable temporelle admissible. En
effet il est connu qu’un fluide de radiation a` tempe´rature T (dite tempe´rature
de corps noir) a une densite´ d’e´nergie allant comme T 4. Au vu de l’e´quation
(11.13) ci-dessus, on voit que la tempe´rature d’un fluide cosmique de radiation
e´volue comme T (z) ∝ 1 + z avec l’expansion de l’Univers.
12.2 Distances en cosmologie
On voit tout de suite qu’il n’y a pas de notion intuitive de distance en cosmo-
logie, puisqu’une source est observe´e dans le passe´, de sorte que la distance
3. Une fraction significative de l’e´nergie de masse des particules de gaz formant le
disque d’accre´tion est libe´re´e par la friction intra-gaz lors de la chute  spirale´e  vers le
trou noir, de sorte que de tels disques d’accre´tion constituent les sources e´nerge´tiques et
lumineuses les plus puissantes de l’Univers.
4. Ce qui n’est pas d’ailleurs sans poser un de´fi pour comprendre comment des trous
noirs supermassifs peuvent se former aussi vite apre`s le Big Bang.
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physique nous se´parant de cette source a augmente´ avec le temps pendant
le trajet des rayons lumineux. Quelle notion de distance adopter, dans ce
cas ? Cela est ne´cessairement conventionnel. Pour restreindre le choix, il est
naturel de se limiter a` des distances qui soient en principes observables (me-
surables) via des observations sur Terre. Dans cette section nous aborderons
la notion de distance luminosite´ et de distance angulaire.
12.2.1 La distance luminosite´
Dans un espace euclidien et sans expansion, une source de luminosite´ totale
L (en Watts) e´met de la lumie`re de fac¸on sphe´rique (en tout cas nous nous
limitons a` ces sources la`), de sorte que le flux d’e´nergie φ, en Watts par me`tre
carre´, rec¸u a` une distance euclidienne d vaut
φ =
L
4pid2
(12.12)
en vertu de la conservation de l’e´nergie e´mise (ce qui pre´suppose que la
lumie`re n’est pas absorbe´e le long du chemin, par exemple par des nuages de
gaz interstellaires ou intergalactiques). Par analogie, nous de´finirons en cos-
mologie la distance-luminosite´ dL telle que la formule ci-dessus soit valable :
φ =
L
4pid2L
(12.13)
Il faut noter que la distance-luminosite´ n’est pas directement observable. Ce
qui est observe´, c’est le flux φ sur Terre. En revanche, si l’on connaˆıt la lumi-
nosite´ intrinse`que de la source L, on peut en de´duire la distance dL, dont on
va voir ci-dessous comment elle peut s’exprimer en fonction du redshift de la
source et de l’histoire de l’expansion de l’Univers. Autrement dit la connais-
sance de L, la mesure de φ et de z, permettent directement d’acce´der a` des in-
formations sur l’histoire de l’expansion de l’Univers, c’est-a`-dire aussi une me-
sure des parame`tres cosmologiques Ωi,0. Les formules ci-dessous pre´ciseront
cela.
Calculons d’abord la distance-luminosite´ d’une source en fonction de sa coor-
donne´e radiale χe. Il faut noter que dans la me´trique FLRW en coordonne´es
(t, χ, θ, φ) la surface de la sphe`re centre´e sur χe, de rayon coordonne´ χe (i. e.,
qui atteint la Terre a` t = t0) vaut 4pia
2
0Sk(χe)
2. Par ailleurs, la luminosite´ L
de la source e´tant en Watts (i. e. en Joules par seconde), le flux rec¸u doit
eˆtre divise´ par 1 + z du fait de la dilatation du temps cosmique aborde´ a` la
section pre´ce´dente. Enfin les photons rec¸us sont aussi redshifte´s d’un facteur
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1+z, de sorte que leur e´nergie a` la re´ception est divise´e par 1+z par rapport
a` l’e´nergie qu’ils portaient a` l’instant de leur e´mission. Au final, le flux rec¸u
vaut :
φ =
L
(1 + z)24pia20Sk(χe)
2
≡ L
4pid2L
(12.14)
de telle sorte que la distance luminosite´ vaut, dans la me´trique FLRW,
dL(z) = (1 + z)a0Sk(χe(z)) (12.15)
ou` il faut noter que la coordonne´e comobile χe de la source est une fonction
du temps d’e´mission te via l’Eq. (12.1), et donc fonction du redshift de cette
source, puisque le redshift est aussi une variable temporelle valable. Pour
exprimer χe en fonction du redshift z de la source, effectuons les changements
de variables successifs da = a′(t)dt, puis da = −a0dz/(1 + z)2 :
χe =
∫ t0
te
dt
a(t)
=
∫ a0
ae
da
a′(t)a(t)
=
∫ a0
ae
da
H(t)a2(t)
= −
∫ 0
z
a0dz
H(z)a20
(12.16)
de sorte que
χe(z) =
1
a0
∫ z
0
dz
H(z)
(12.17)
Remarquons au passage que cette loi est une ge´ne´ralisation de la loi de Hubble
e´tablie en Section 3.6. En effet, pour z  1, la formule ci-dessus se re´duit
a` a0χ(z) = z/H0. On reconnaˆıt la distance physique d = a0χ(z), et si l’on
interpre`te z comme un redshift Doppler duˆ a` la vitesse de re´cession, on a
z = v/c au premier ordre. Ainsi nous retrouvons bien au premier ordre
v = H0d qui est la loi de Hubble. Cette loi de Hubble est cependant pu-
rement cine´matique et ne prend pas en compte les effets de retard de la
propagation des rayons lumineux, de sorte que lorsqu’on observe une galaxie
lointaine, on l’observe aussi dans le passe´. Il est donc naturel que la relation
entre la distance et la vitesse apparente de re´cession (plus exactement du
redshift), de´pende en fait de l’histoire de l’expansion de l’Univers entre le
moment d’e´mission et celui de la re´ception des rayons lumineux. C’est bien
ce qu’indique la formule ci-dessus. C’est la forme relativiste correcte de le la
loi de Hubble. L’e´quation Eq. (12.23) ci-dessous exprime cette loi jusqu’au
second ordre en z. Le premier terme correctif a` la loi de Hubble, en z2, de´pend
de l’acce´le´ration instantane´e de l’Univers via le parame`tre de de´ce´le´ration q0,
comme on pouvait s’y attendre, cf. Eq. (12.23).
Nous pouvons maintenant revenir a` l’inte´reˆt pratique de ces formules pour
la mesure des parame`tres cosmologiques. Supposons que nous ayons observe´
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une source de redshift z, de luminosite´ intrinse`que L suppose´e connue, et un
flux φ sur Terre. On a
φ =
L
(1 + z)24pia20S
2
k
(
1
a0
∫ z
0
dz
H(z)
) (12.18)
de laquelle on peut de´duire, en principe, la valeur de cette inte´grale (si k est
connu). Cette formule est effectivement utilise´e avec les chandelles standard
que sont les supernovae de type Ia, dont la luminosite´ intrinse`que est relative-
ment bien connue. Cependant on peut e´crire cette dernie`re formule sous une
forme beaucoup plus commode si les sources sont situe´es a` un petit redshift
(les SN Ia les plus lointaines utilise´es ont z ≈ 1 − 1.5). Nous de´veloppons
donc en puissances de z et utilisons que Sk(χ) ∼ χ au premier ordre.
Pour ce faire il est plus aise´ de repartir du de´veloppement de a(t), en suppo-
sant que t0 − t H−10 . On a aux premiers ordres
a(t) = a0
(
1− (t0 − t)H0 − (t0 − t)
2
2
q0H
2
0 +O
(
(t0 − t)3
))
(12.19)
ou` q0 est le parame`tre de de´ce´le´ration q0 = −a′′(t0)a0/a′(t0)2, cf. Section
10.4. On en de´duit une expression approche´e pour la distance comobile
χ =
∫ t0
t
dt
a(t)
=
1
a0
∫ t0
t
dt
1− (t0 − t)H0 +O ((t0 − t)2)
=
1
a0
[
(t0 − t) + 1
2
(t0 − t)2H0 +O
(
(t0 − t)3
)]
(12.20)
ainsi qu’une expression pour le redshift
z =
a0
a(t)
− 1 = (t0 − t)H0 + (t0 − t)
2
2
(
1 +
q0
2
)
+O ((t0 − t)3) (12.21)
tous calculs faits. On inverse finalement cette se´rie pour trouver t0 − t en
fonction de z aux premiers ordres :
t0 − t ∼ H−10
(
z −
(
1 +
q0
2
)
z2
)
+O(z3) (12.22)
Reportant dans l’expression pour χ, le de´veloppement limite´ donne finale-
ment
χ(z) =
1
a0H0
(
z − 1
2
(1 + q0)z
2 +O(z3)
)
(12.23)
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On en de´duit que le flux (observe´) est lie´ au redshift z (mesure´) et a` la
luminosite´ intrinse`que (connue), par
φ =
LH20
4piz2
[1 + (q0 − 1) z] +O(z0) (12.24)
ce qui permet de de´terminer par le biais d’observations le parame`tre de
de´ce´le´ration q0 = Ωm,0/2− ΩΛ,0.
12.2.2 Distance angulaire
Une autre notion de distance est la distance angulaire. A` nouveau, dans
un espace Euclidien, il est vrai que deux points se´pare´s d’une distance l et
tous deux distants de d d’un observateur O sont vus par O sous un angle
θ = l/d au premier ordre (i. e. dans la limite l d). De la meˆme fac¸on nous
de´finirons la distance angulaire dA en cosmologie de telle sorte que cette
fomule dA = l/θ soit encore valable, et ou` l est la distance physique entre les
deux points e´loigne´s.
De la meˆme fac¸on que pour la distance-luminosite´, nous allons voir comment
la distance angulaire dA s’exprime en fonction de la taille re´elle de la source l,
de son redshift, et de l’histoire de l’Univers entre l’e´mission des rayons lumi-
neux et leurs observations. Afin de contraindre les parame`tres cosmologiques
a` l’aide de la distance angulaire, il est donc ne´cessaire de disposer de sources
lumineuses de redshift connus, et dont on puisse observer la taille angulaire
dans le ciel d’une part, et dont on connaisse la taille physique l d’autre part.
On pourrait songer a` utiliser les galaxies elles-meˆmes, mais celles-ci ont des
tailles fortement variables de l’une a` l’autre et ne peuvent servir d’e´talon.
Un exemple concret d’application de la distance angulaire est la mesure de
la taille angulaire de la  couronne d’e´jection  d’une supernova de type II
(la photosphe`re) dont la taille physique est connue en mesurant la vitesse
d’expansion de la surface en explosion (par effet Doppler), et en mesurant
par ailleurs le temps e´coule´ depuis l’explosion. C’est la me´thode de la photo-
sphe`re en expansion, qui cependant ne s’applique pas telle quelle au cas de
supernovae extragalactiques puisque dans ce cas la se´paration angulaire est
trop faible pour eˆtre re´solue. Cependant une technique annexe utilisant la
loi de Stefan permet de mesurer cet angle de fac¸on indirecte, et permet ainsi
une mesure alternative (mais moins pre´cise) de q0 (voir [8][Chp. 2] pour plus
de de´tails).
Il nous suffit ici de calculer la distance angulaire dans une me´trique de
FLRW. Sans perte de ge´ne´ralite´, prenons deux extre´mite´s de l’objet de taille
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l, e´mettant de la lumie`re vers l’observateur (situe´ a` t = t0 et χ = 0) a` un
instant te. Ces deux e´ve´nements sont vus sous un angle θ, par l’observateur,
de sorte que leurs coordonne´es sont, sans perte de ge´ne´ralite´ (te, χe, 0, 0) et
(te, χe, θ, 0). On cherche la distance physique se´parant ces deux e´ve´nements
a` t = te : il s’agit de
l =
∫ θ
0
a(te)Sk(χe)dθ = a(te)Sk(χe)θ (12.25)
(cf. dt = 0, dχ = 0, dφ = 0 dans l’e´le´ment de longueur FLRW). On en de´duit
dA = l/θ = a(te)Sk(χe). Avec a(te) = a0/(1 + z) il vient :
dA =
a0Sk(χ(z))
1 + z
(12.26)
On remarque une relation entre distance angulaire et distance luminosite´ :
dA = dL/(1 + z)
2. Il se trouve que cette dernie`re relation est un re´sultat
ge´ne´ral valable dans tous les espace-temps (pas ne´cessairement homoge`nes
ni isotropes). C’est le the´ore`me (non-trivial) de re´ciprocite´ : on a toujours
dA = dL/(1 + z)
2.
12.3 De´termination des parame`tres cosmolo-
giques
Nous proposons ici un survol des techniques utilise´es pour l’estimation de
divers parame`tres cosmologiques.
12.3.1 La constante de Hubble
La constante H0 joue un roˆle central en cosmologie. C’est l’inverse d’un
temps, et son inverse donne une estimation correcte de l’aˆge de l’Univers
T0 ∼ 1/H0. Par ailleurs la quantite´ dH = c/H0 est une distance, dite distance
de Hubble, et qui est une bonne estimation de la taille de l’Univers observable,
c’est-a`-dire de la taille de l’horizon des particules (voir chapitre suivant). En-
fin H0 entre dans la loi de Hubble v = H0d qui est valable pour des petites
distances d dH , ou, c’est e´quivalent, pour des vitesses de re´cession v  c,
ou encore pour des redshifts cosmologiques petits z  1, avec v ∼ cz. A
grand z, il faut utiliser la relation distance-redshift qui ge´ne´ralise la loi de
Hubble, cf. Eq. (12.17).
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On de´termine H0 a` l’aide de la loi de Hubble a` faible redshifts, ou` la cor-
rection due a` l’acce´le´ration q0 peut-eˆtre ne´glige´e (typiquement z ≤ 0.1,
cf. Eq. (12.23). Par ailleurs il ne faut pas oublier que les galaxies sont en
ge´ne´ral anime´es de vitesses particulie`res de l’ordre de 100km.s−1. Pour pou-
voir ne´gliger ces vitesses particulie`res, on se restreindra aux galaxies ayant
une vitesse de re´cession v ≥ 1000km.s−1, c’est-a`-dire ayant un redshift
supe´rieur a` 0.003. Au final, pour de´terminer H0, on utilise donc la loi de
Hubble dans l’intervalle z ∼ 0.003− 0.1 ou encore ∼ 10Mpc− 300Mpc. Pour
ce faire il faut maintenant disposer d’une mesure inde´pendante de la distance
des objets que l’on conside´rera. C’est le point qui est de loin le plus de´licat.
De´terminer la distance d’une source sans l’aide de la loi de Hubble est une
taˆche non-triviale. Pour les objets proches, on peut par exemple utiliser la
me´thode du parallaxe qui exploite la diffe´rence de position angulaire dans
le ciel d’une e´toile lorsqu’elle est observe´e sur Terre a` six mois d’intervalle.
C’est la seule me´thode de mesure directe de distances que nous ayons a`
disposition. La limite de cette me´thode provient de la limite en re´solution
angulaire du te´le´scope utilise´. On peut ainsi mesurer des distances jusqu’a`
quelques centaines de parsec (mission satellitte Hipparcos, de´cennie 1990),
ce qui reste donc interne a` notre galaxie, et ne peut donc en aucun cas eˆtre
utilise´ pour mesurer H0.
Pour aller plus loin, il faut se reposer sur des me´thodes indirectes. La me´thode
principale consiste a` repe´rer des chandelles standard, c’est-a`-dire tous types
d’objets (e´toiles, supernovae, . . . ) dont la luminosite´ intrinse`que est inva-
riable d’une occurrence a` une autre. Les e´toiles variables dites Ce´phe´ides
(ge´antes jaunes) ont joue´ un roˆle particulie`rement important en astronomie.
Ces e´toiles ont une luminosite´ qui est fonction pe´riodique du temps, et il
existe une relation entre la pe´riode et la luminosite´ intrinse`que. Il a donc
suffi de mesurer directement, par la me´thode du parallaxe, la distance des
Ce´phe´ides proches (il en existe une petite dizaine dans le voisinage solaire
dont la distance est ainsi accessible) pour de´terminer leur luminosite´ abso-
lue 5. Ces Ce´phe´ides, promues ensuite au rang de chandelles standard, per-
mettent alors des mesures indirectes de la distance de leurs galaxies hoˆtes
en comparant la luminosite´ intrinse`que et le flux rec¸u. C’est un exemple de
construction d’une e´chelle de distance de proche en proche. Les Ce´phe´ides
e´tant particulie`rement brillantes, on peut re´soudre des distances allant jus-
qu’a` ∼ 30 Mpc par ce biais, ce qui permet de´ja` une mesure de H0.
Il existe d’autres me´thodes pour de´terminer des distances. Nous avons par
exemple cite´ dans la section pre´ce´dente la me´thode de la photosphe`re en ex-
5. On le calibre aussi a` l’aide des ce´phe´ides du nuage de Magellan.
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pansion qui a la particularite´, elle, de ne pas demander la connaissance de la
luminosite´ intrinse`que (puisque base´e sur la distance angulaire). Cependant
la plupart des autres me´thodes ne´cessitent bien la connaissance luminosite´
intrinse`que d’un objet. Un exemple important est l’utilisation de la loi de
Tully-Fischer, qui est une loi empirique reliant la luminosite´ absolue d’une
galaxie elliptique a` sa dispersion de vitesse 6, et qui s’e´crit sous la forme√
L ∝< v2 >. La constante de proportionnalite´ doit eˆtre d’abord de´termine´e
en appliquant cette loi a` des galaxies proches dont les distances sont connues
inde´pendamment, par exemple a` l’aide des Ce´phe´ides 7. Ensuite, on peut uti-
liser cette loi pour de´terminer la distance de galaxies lointaines, en mesurant
par effet Doppler leurs dispersions de vitesse, et en mesurant le flux lumi-
neux rec¸u sur Terre. Terminons ce paragraphe par un mot sur les objets
vraiment lointains. La me´thode la plus efficace dans ce cas est celle base´e sur
les supernovae de type Ia dont nous avons de´ja` parle´.
Toutes ces me´thodes s’accordent pour donner (chacune avec des intervalles
de confiance diffe´rent) H0 ∼ 73km.s−1.Mpc−1, a`, disons, plus moins dix
pour cent pre`s, ce qui implique une premie`re estimation de l’aˆge de l’Univers
T0 ∼ 1/H0 ≈ 13.5 milliards d’anne´es, et une distance de Hubble de 13.5
milliards d’anne´es-lumie`re soit environ 3000 Mpc. Une fois la constante H0
connue, la loi de Hubble aux petits redshifts peut-eˆtre utilise´e dans l’autre
sens pour de´terminer cette fois la distance d’une source lointaine de fac¸on
directe. Par conse´quent, les incertitudes sur la valeur de H0 impactent tre`s
souvent l’incertitude sur la valeur d’autres parame`tres cosmologiques. Nous
y reviendrons. Pour cette raison, on introduit souvent un nombre, h70, de´fini
par
H0 = h70 × 70 km.s−1.Mpc−1 (12.27)
et on exprime la valeur des autres parame`tres cosmologiques en fonction
de h70 (s’il y a lieu d’eˆtre), afin de montrer qu’une incertitude sur h70 se
re´percute sur une incertitude sur ce parame`tre (par exemple, un des Ωi,0).
12.3.2 Les parame`tres Ω
Pour commencer, la densite´ critique ρc = 3H
2
0/8piG est connue en fonction
de h70. La densite´ de radiation peut eˆtre mesure´e directement. On montre en
effet que la grande majorite´ de l’e´nergie du rayonnement se trouve dans le
6. C’est-a`-dire a` la moyenne du carre´ des vitesses des e´toiles lie´es gravitationnellement
au sein de la galaxie
7. Nous sommes donc toujours dans l’ide´e d’une de´termination de proche en proche
des distances.
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CMB et non dans la lumie`re e´mise par les e´toiles et les galaxies. Une loi du
rayonnement de corps noir 8 donne alors cette densite´ d’e´nergie en fonction
de la tempe´rature de ce rayonnement 9. On en de´duit alors ρr,0 et on trouve
Ωr,0 ≈ 5× 10−5h−270 (12.28)
qui est donc ne´gligeable aujourd’hui. L’estimation du Ω des neutrinos de´pend
du nombre d’espe`ces de neutrinos (trois sont connues a` ce jour mais cela n’est
peut-eˆtre pas le fin mot de l’histoire), ainsi que de leurs masses. Quoiqu’il en
soit il est correct de conside´rer qu’il est e´galement ne´gligeable.
La densite´ de baryons : la densite´ de matie`re visible (lumineuse, i. e. essen-
tiellement stellaire) est faible : Ωvisible,0 ∼ 0.003, tandis que l’on sait que la
densite´ totale de matie`re baryonique vaut Ωb,0 ∼ 0.04 ± 1 × h−270 , qui pro-
vient que ce nombre est ne´cessaire pour que la nucle´osynthe`se primordiale
produise le rapport 75%–25% d’hydroge`ne et d’he´lium. Cela sugge`re qu’une
grande partie des baryons se trouvent sous forme noire ou peu lumineuse 10,
par exemple sous la forme de gaz mole´culaires froids (dihydroge`ne), de gaz
chauds intergalactiques, ou encore naines brunes, naines blanches, trous noirs,
e´toiles a` neutrons, etc.
La matie`re noire : le rapport de la masse baryonique a` la masse totale dans les
amas de galaxies (cette dernie`re e´tant notamment estime´e par l’e´tude de la
dynamique interne des amas, mais aussi par effet de lentille gravitationnelle,
etc.) est de l’ordre de 0.12h
−3/2
70 (avec de fortes impre´cisions ici), de sorte
qu’on trouverait une densite´ totale de la matie`re non relativiste (baryonique
+ CDM) de l’ordre de Ωm,0 ∼ 0.33h−170 . Comme annonce´ dans les premiers
chapitres, cela indique une forte pre´sence de matie`re noire non baryonique
et froide, dans des proportions de l’ordre de huit pour un. D’autres effets
viennent conforter ce chiffre pour le Ωm,0. L’influence principale de la densite´
de matie`re est naturellement le rythme de la formation des structures au
cours du temps cosmique. Nous n’arborderons pas cette question dans ce
cours, mais nous pouvons ajouter ici que plusieurs observables lie´es a` la
formation des structures, et notamment le spectre des fluctuations de densite´s
et l’e´volution du nombre d’amas au cours du temps, viennent confirmer que
Ωm,0 ∼ 0.3 (12.29)
8. On de´montre a` partir de la loi de Planck du corps noir, que la densite´ d’e´nergie u d’un
rayonnement a` la tempe´rature T vaut u = σT 4, ou` σ est la constante de Stefan-Boltzmann.
9. Aujourd’hui T ≈ 2.725 K, ce qui correspond a` une longueur d’onde dominante de
l’ordre 1.8 mm, d’ou` le caracte`re micro-onde du fond diffus cosmologique – voir the´orie du
corps noir.
10. Il faut cependant la distinguer de la matie`re noire non baryonique, i. e. la CDM.
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Deux mesures orthogonales viennent alors comple´ter ce tableau. Le CMB
est quasiment homoge`ne et isotrope. Cependant on observe des petites fluc-
tuations de tempe´ratures selon la direction dans laquelle on le regarde. Ces
zones un peu plus chaudes indiquent la pre´sence de surdensite´s de matie`re qui
formeront plus tard les grandes structures par effondrement gravitationnel.
On peut de´composer les anisotropies du CMB en harmoniques sphe´riques et
obtenir ainsi le spectre de puissance angulaire du fond de rayonnement cosmo-
logique. Ce spectre posse`de des pics qui indiquent certaines tailles angulaires
privile´gie´es pour lesquelles les inhomoge´ne´ite´s sont les plus importantes. Une
analyse de la physique sous-jacente montre que la position du premier pic
est lie´e aux parame`tres Ω. Les mesures du spectre de puissance angulaire des
missions COBE puis WMAP ont alors permis de montrer que le Ω total doit
eˆtre assez proche de 1, i. e. que l’Univers est plat ou quasiment plat (de cour-
bure ne´gligeable). A` notre e´poque ou` la radiation est e´galement ne´gligeable,
cela revient essentiellement a` dire que Ωm+ΩΛ ≈ 1. Cela sugge`re donc que le
ΩΛ n’est pas nul. Cela est en fait ve´rifie´ de fac¸on totalement inde´pendante par
l’e´tude de la distance-luminosite´, dont nous avons vu pre´ce´demment qu’elle
permettait de de´terminer q0. L’utilisation des supernovae Ia jusqu’a` des red-
shifts de z ≈ 1.5 a permis de sonder la loi de Hubble ge´ne´ralise´e et de
de´terminer que l’Univers est acce´le´re´ avec
q0 = −0.55± 0.2 (12.30)
Rappellons que q0 = Ωm,0/2−ΩΛ,0 de sorte que l’on e´tablit le mode`le concor-
dant ΛCDM avec ΩΛ,0 ∼ 0.7 et Ωm,0 ∼ 0.3, qui, par ailleurs, s’inse`rent par-
faitement bien dans tout le faisceau des observables (mesures directes de Ωm,
CMB, formation des structures, etc.), et dont l’e´tude de´taille´e demanderait
un cours entier.
Un commentaire sur ce dernier re´sultat. On voit sur l’ Eq. (12.23) que la
distance d’une source de redshift z est une fonction de´croissante de q0, de
sorte qu’une galaxie apparaˆıt plus lointaine dans un Univers acce´le´re´ (q0 < 0)
que dans un Univers de´ce´le´re´ (q0 > 0). Autrement dit aussi le flux φ rec¸u,
Eq. (12.24) est une fonction croissante de q0 : les supernovae de type Ia
apparaissent moins brillantes dans un Univers acce´le´re´ que dans un Univers
de´ce´le´re´. C’est bien ce que l’on a mesure´. Cependant, il faut prendre soin
de de´montrer que des explications alternatives et peut-eˆtre plus naturelles
qu’une acce´le´ration de l’Univers ne sont pas satisfaisantes ici. Par exemple
l’extinction du flux lumineux par absorption et diffusion de la lumie`re sur des
nuages intergalactiques doit eˆtre prise en compte. Par ailleurs la plus faible
luminosite´ des supernovae lointaines pourrait s’expliquer par des abondances
chimiques diffe´rentes dans les galaxies plus anciennes. Nous ne pouvons pas
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e´laborer trop sur ces questions dans ce cours. Bien que ces pistes font encore
l’objet de recherches a` l’heure actuelle, il est dore´navant admis que q0 est
effectivement ne´gatif.
12.4 L’aˆge de l’Univers
D’autres contraintes sur les parame`tres cosmologiques proviennent du fait
que l’aˆge de l’Univers doit, naturellement, eˆtre supe´rieur aux objets les plus
anciens jamais observe´s.
L’aˆge de l’Univers, c’est-a`-dire le temps e´coule´ depuis la singularite´ initiale
a = 0, s’exprime aise´ment en reprenant l’expression du look-back time :
t0 − t =
∫ t0
t
dt =
∫ a0
a
da
a˙
=
∫ a0
a
da
aH
=
∫ 1
aˆ
daˆ
aˆH
(12.31)
A l’aide de l’expression de H, Eq. (11.48), et avec T0 l’aˆge de l’Univers, on
trouve alors
T0 =
1
H0
∫ 1
0
daˆ
aˆ [Ωm,0aˆ−3 + Ωr,0aˆ−4 + ΩΛ,0 + (1− ΩT,0) aˆ−2]1/2
(12.32)
Cette inte´grale ne peut s’e´valuer que nume´riquement, sauf dans des cas
simples comme Ωm,0 = 1,ΩΛ,0 = 0,Ωr,0 = 0,Ωk,0 = 0 qui de´crit un Univers
compose´ seulement de matie`re non-relativiste, ce qui est une bonne approxi-
mation pour l’Univers re´el puisque la pe´riode de radiation est courte 11. Dans
ce cas on trouve T0 = 2/3H0 ≈ 0.9h−170 1010 ans. Dans le cas du mode`le
concordant, on trouve nume´riquement
(Ωm,0,ΩΛ,0) = (0.3, 0.7)⇒ T0 ≈ 1.4h−170 1010 ans
Rappellons que certains mode`les e´vitent la singularite´ initiale. Nous avons
vu notamment que certains mode`les ΛCDM sont des Univers a` rebond (cf. la
zone  no Big-Bang  que nous avons de´ja` rencontre´ dans la figure 11.1), ou`
le facteur d’e´chelle est d’abord de´croissant puis rencontre un minimum amin,
puis  rebondit , ouvrant ainsi une phase d’expansion. Ces Univers ont un
redshift maximal correspondant au minimum de a : 1 + zmax = a0/amin. Le
fait que nous ayons observe´ des galaxies et des quasars avec des redshifts
11. On rappelle que l’e´quivalence radiation-matie`re se situe un peu avant l’e´mission du
CMB, tandis que ΩLambda,0 ne domine que tardivement.
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aussi grands que z ∼ 7 implique zmax ≥ 7, ce qui exclu en fait une grande
partie de cette zone  no Big-Bang .
Notons aussi que l’on peut estimer l’aˆge des e´toiles a` l’aide de mode`les de
population stellaire. Ainsi on a pu de´terminer que certaines e´toiles situe´es
dans les amas globulaires du halo de la Voie Lacte´e ont un aˆge d’au moins
1010 ans, ce qui impose T0 ≥ 1010 ans, et exclut ainsi la deuxie`me zone
grise´e 12, dans le bas a` droite de la figure 11.1.
Terminons cette section en notant que l’Univers pourrait tout aussi bien
avoir un aˆge infini depuis la singularite´ initiale a = 0 (i. e. un aˆge infini ne
requiert pas ne´cessairement un mode`le a` rebond). Pour ce faire il faudrait
que l’inte´grale diverge aux alentours de a ∼ 0, et cela est possible en in-
cluant un contenu mate´riel qui se comporte diffe´remment de ceux introduits
jusqu’a` pre´sent. En effet, revenons a` l’expression de H en terme de la den-
site´ totale ρ(a) (matie`re, constante cosmologique, matie`re exotique, etc.) :
H2 = 8piGρ(a)/3 +H20 (1− ΩT,0) /aˆ2, alors l’aˆge de l’Univers est donne´ cette
fois par
T0 =
∫ 1
0
daˆ
aˆ [8piGρ(aˆ)/3 +H20 (1− ΩT,0) aˆ−2]1/2
(12.33)
depuis la singularite´ initiale. On voit que l’inte´grale diverge par exemple dans
le cas plat ΩT,0 = 1 si et seulement si ρ(aˆ) se comporte comme aˆ
n avec n ≥ 0.
Un cas particulier important est une e`re inflationnaire primordiale domine´e
par la constante cosmologique ou une forme d’e´nergie noire 13 : ρ = cste. Dans
ce cas le facteur d’e´chelle va comme aˆ = exp(
√
Λ/3t) depuis la singularite´
initiale a = 0 qui se situe a` t = −∞ (l’aˆge de l’Univers est donc bien infini
dans ce cas), jusqu’a` la fin de l’inflation.
Remarquons de fac¸on plus ge´ne´rale qu’un comportement non standard pour
la densite´ de matie`re a` l’approche de la singularite´ initiale n’a rien d’impen-
sable physiquement, car, apre`s tout, dans l’inte´grale Eq. (12.32) ci-dessus,
nous extrapolons la physique connue (le contenu mate´riel ainsi que les lois de
conservation, la relativite´ ge´ne´rale, etc.) dans le domaine a→ 0 ou` l’on sait
que les densite´s et la tempe´rature tendent vers l’infini et ou`, par conse´quent,
une the´orie de gravite´ quantique devrait prendre le relai. Il n’est donc pas du
tout exclu que l’aˆge de l’Univers soit en re´alite´ beaucoup plus grand que le
nombre avance´ plus haut, ou meˆme infini. En fait, lorque l’on dit que l’Uni-
vers a 14 milliards d’anne´es selon le mode`le concordant ΛCDM, il est plus
12. En supposant que H0 ≥ 50km.s−1.Mpc−1, ce qui est conservatif.
13. Dans le paradigme de l’inflation, l’Univers est vide pendant l’e`re inflationnaire, tandis
que les particules, dont le rayonnement, sont cre´e´es lors de la fin de l’inflation dans le
processus de reheating, voir chapitre suivant.
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conservateur de comprendre que l’on parle surtout de la dure´e e´coule´e depuis
l’instant ou` la physique est connue, c’est-a`-dire depuis des tempe´ratures de
l’ordre de kBT ∼ mpc2 ou` mp est ici la masse du proton. Un calcul indique
que c’est une tempe´rature de l’ordre de 1.1× 1013 K, soit depuis un redshift
de l’ordre de z ∼ 5 × 1012 (on rappelle que T varie comme T (z) ∝ 1 + z
et que la tempe´rature actuelle est de 2.725 K), ou encore un temps infime
(∼ 10−5s) apre`s le Big-Bang, si l’on suppose qu’aucune autre physique ne
prend le relai vers a→ 0.
12.5 Univers observable et horizons
Le fait que l’Univers ait (ou en tout cas puisse avoir) un aˆge fini implique
na¨ıvement que nous ne pouvons voir qu’une partie finie de l’Univers, que
l’on appelle l’Univers observable. C’est l’ensemble des points de coordonne´es
comobiles χ desquels on peut aujourd’hui recevoir un signal. La frontie`re de
l’Univers observable s’appelle l’horizon des particules. Si l’ensemble de ces
points se confond avec l’ensemble des coordone´es comobiles possibles, alors il
n’y a pas d’horizon. Revenons a` l’expression de la distance comobile χ dans
le SC ou` l’observateur (la Terre) est en χ = 0. L’e´quation 12.1 donnait
χ(t) =
∫ t0
t
dt
a(t)
(12.34)
pour la distance comobile d’un signal e´mis a` t. Comme a > 0, les signaux
les plus lointains en terme de distance comobile, et qui nous proviennent
aujourd’hui, ont e´te´ e´mis au moment du Big-Bang. La taille de l’horizon est
donc
χhor =
∫ t0
t∗
dt
a(t)
(12.35)
ou` t∗ est tel que a(t∗) = 0. Un changement de variable permet d’e´crire cela
sous la forme
χhor =
dH
a0
∫ 1
0
daˆ
aˆ2 [Ωm,0aˆ−3 + Ωr,0aˆ−4 + ΩΛ,0 + (1− ΩT,0) aˆ−2]1/2
(12.36)
ou` l’on a utilise´ dH = c/H0. Le fait qu’une partie seulement ou non de
l’Univers soit observable se traduit par les proprie´te´s de convergence de cette
inte´grale. On note que les deux inte´grales donnant l’aˆge de l’Univers d’une
part et la distance comobile de l’horizon d’autre part diffe`re d’un facteur
1/aˆ(t) dans l’inte´grand. Il faut donc eˆtre prudent sur l’intuition na¨ıve : aˆge fini
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implique existence d’un horizon des particules, et conside´rer avec attention les
proprie´te´s de convergence. Par exemple, dans le cas plat avec une densite´ de
matie`re allant comme ρ = aˆn si aˆ ∼ 0, l’horizon existe (χhor est fini) si n ≤ −2
et n’existe pas sinon, tandis que l’aˆge est fini si n ≤ 0. Ainsi dans le cas
−2 < n ≤ 0, l’aˆge de l’Univers est fini mais pour autant l’Univers observable
est infini. Ce re´sultat non intuitif provient du roˆle de l’expansion dans la
propagation des rayons lumineux. Dans le cas du mode`le concordant ΛCDM,
la radiation domine la dynamique primordiale (on ne tient pas compte de
l’inflation ici), et par conse´quent n = −4, de sorte que l’aˆge de l’Univers est
fini, et il existe un horizon des particules.
Notons que la taille physique aujourd’hui de l’horizon est donne´e par d =
a0χhor, de sorte qu’elle est de l’ordre de dH = c/H0, modulo l’inte´grale qu’il
faut e´valuer nume´riquement, cf. Eq. (12.36) ci-dessus. On obtient donc un
Univers observable de taille physique donne´e typiquement par 3000 Mpc a`
l’e´poque actuelle, meˆme s’il faut bien voir qu’il s’agit de la taille aujourd’hui
de l’Univers que l’on ne peut observer que dans le passe´. Il s’agit donc d’un
chiffre seulement indicatif et sans signification re´elle. Remarquons aussi que
notre e´poque n’ayant rien de particulier, la taille de l’horizon a` toute e´poque
est typiquement de l’ordre de dH(t), i. e. d’ordre c/H(t).
Un autre horizon est celui des e´ve`nements. Nous voyons que l’Univers obser-
vable croˆıt avec le temps cosmique, comme il est assez intutif. Est-ce a` dire
que l’on peut, a` condition d’attendre suffisament longtemps, avoir toujours
acce`s a` l’ensemble des points χ, θ, φ de l’hypersurface initiale a` t = t∗ telle
que a(t∗) = 0 ? Autrement dit, peut-on espe´rer voir un jour tout l’Univers
dans son ensemble (meˆme si, encore une fois, nous ne voyons qu’une coupe
de l’Univers, le long du coˆne de lumie`re) ? Cela ne sera vrai que si l’inte´grale
suivante, qui donne la distance comobile maximale d’une lumie`re e´mise a` ti
et rec¸ue a` tmax
χ(t) =
∫ tmax
ti
dt′
a(t′)
, (12.37)
diverge (ici tmax est fini ou infini selon le mode`le d’expansion e´ternelle ou de
recollapse en Big Crunch). Dans le cas ou` cette inte´grale converge, il existe
une zone de coordonne´es comobiles que l’on ne pourra jamais, meˆme en
principe, observer. Cette frontie`re est alors borne´e par une surface de genre
lumie`re que l’on nomme l’horizon des e´ve´nements. Il faut noter que c’est
aussi la zone de coordonne´e comobiles que l’on peut atteindre (influencer)
avec de la lumie`re e´mise a` l’instant ti.
Chapitre 13
Aperc¸u des proble`mes de la
cosmologie moderne
13.1 Le proble`me de l’horizon
Ce proble`me se comprend tre`s bien intuitivement. Nous observons que le
CMB est fortement homoge`ne et isotrope avec des fluctuations de tempe´rature
du rayonnement de corps noir de l’ordre de δT/T ∼ 10−5, quelle que soit la
direction sous laquelle on regarde le CMB dans le ciel. Prenons par exemple
deux directions diame´tralement oppose´es. Le CMB dans ces deux directions
a e´te´ e´mis vers la Terre depuis une distance comobile a0χ de l’ordre de
14× 109 anne´es-lumie`re. Ainsi ces deux zones du plasma primordial qui ont
e´mis le CMB e´taient se´pare´s d’une grande distance comobile χ telle que
∼ a0χ ∼ 28 × 109 anne´es-lumie`re. On comprend alors sans peine que ces
deux re´gions du plasma primordial n’ont pas eu le temps (en ge´ne´ral) d’avoir
e´te´ en contact causal, du fait du temps disponible relativement court (∼ 300
000 ans) apre`s le Big-Bang. Il n’y a donc aucune raison a priori pour que la
tempe´rature du CMB (qui est un traceur direct de la densite´ de la matie`re a`
l’e´poque de son e´mission) soit quasiment e´gale dans ces deux zones causale-
ment de´connecte´es. Bien suˆr, les proprie´te´s d’expansion de l’espace peuvent
invalider cette conclusion ; en particulier, le paradigme inflationnaire (cf. plus
bas) qui suppose l’existence d’une phase d’expansion tre`s rapide et tre`s im-
portante dans l’Univers tre`s primordial (vers ∼ 10−33s) est une  astuce  qui
permet de mettre en contact causal toutes ces re´gions qui ont e´mis le CMB
qui nous parvient aujourd’hui. En l’absence cependant d’un tel me´canisme,
i. e. dans le cadre du strict mode`le ΛCDM, on peut calculer que le CMB
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observe´ aujourd’hui est consitue´ d’un grand nombre 1 de telles zones causa-
lement de´connecte´es, et pourtant toutes ces zones ont les meˆmes proprie´te´s
de tempe´rature, de densite´s, et partagent la meˆme amplitude des flutuations
de tempe´rature. C’est le proble`me de l’horizon.
13.2 Le proble`me de la platitude
Ce proble`me est aussi connu sous le nom du proble`me des Ω. Du fait de la
de´finition des Ω, on voit sans peine que le ome´ga total e´volue en fonction du
parame`tre d’e´chelle re´duit de la fac¸on suivante :
ΩT (aˆ) =
Ωr,0aˆ
−4 + Ωm,0aˆ−3 + ΩΛ,0
Ωr,0aˆ−4 + Ωm,0aˆ−3 + ΩΛ,0 + (1− ΩT,0)aˆ−2
= 1− (1− ΩT,0)aˆ
−2
Ωr,0aˆ−4 + Ωm,0aˆ−3 + ΩΛ,0 + (1− ΩT,0)aˆ−2 (13.1)
On en de´duit que, dans l’e`re de radiation, on a
1− ΩT (aˆ) ≈ (1− ΩT,0(aˆ)) aˆ
2
Ωr,0
, (13.2)
et on voit que, pour avoir un Univers quasiment plat aujourd’hui (puisque
l’on sait, de fac¸on conservative, que |1−ΩT,0| < 0.5), il a fallu que l’Univers
soit extreˆmement plat dans le passe´, avec une valeur de ΩT (aˆ) qui tend
vers 1 si aˆ → 0, et en l’occurence qui vaut 1 suivi de 56 ze´ros a` l’e´poque de
grande unification 2. Cela pose un proble`me de  re´glage fin  (fine-tuning en
anglais) des conditions initiales, qui doivent eˆtre tre`s particulie`res afin d’avoir
|1 − ΩT,0| < 0.5 aujourd’hui (quoique ce proble`me disparaˆıt si l’Univers est
exactement plat avec k = 0 et ΩT (t) = 1∀t). Le paradigme inflationnaire
ame`ne e´galement une re´ponse a` ce proble`me, comme nous allons le voir.
1. Typiquement, la taille de l’horizon a` l’e´poque du CMB, qui de´finit la zone causale-
ment connecte´e (a` cette e´poque) autour de toute direction donne´e dans le ciel, est perc¸ue
depuis la Terre avec une ouverture angulaire de l’ordre de 1˚ . Le CMB est donc, selon le
mode`le concordant, constitue´ d’un grand nombre de zones causalement de´connecte´es les
une des autres.
2. Une e´poque suppose´e vers a/a0 ∼ 10−28, ou` l’ensemble des forces fortes et
e´lectrofaibles seraient unifie´es en une seule et unique force, aux alentours d’une tempe´rature
de l’ordre de T = 1015 GeV. Un GeV = 109 eV, et un e´lectron-Volt (eV) vaut 1.6× 10−19
Joule par de´finition. La conversion tempe´rature - e´nergie se fait via kBT = E. La
tempe´rature du plasma primordial ou` les forces sont suppose´es s’unifier est donc de l’ordre
de 1028 Kelvins.
13.3 Le paradigme inflationnaire 184
13.3 Le paradigme inflationnaire
La the´orie de l’inflation consiste essentiellement a` supposer que l’e`re de radia-
tion ne s’e´tend pas jusqu’a` la singularite´ initiale a(t) = 0, mais qu’elle est en
fait pre´ce´de´e d’une phase d’expansion acce´le´re´e, typiquement exponentielle
(i. e. de type de Sitter). Bien entendu, pour que cela soit possible, il faut
modifier le contenu en e´nergie-matie`re de l’Univers primordial. On suppose
donc qu’il existe une phase (situe´e vers 10−33s, cf. ci-dessous), ou` l’Univers est
essentiellement vide de la matie`re ordinaire, mais empli d’un fluide de type
e´nergie noire (i. .e. une e´quation d’e´tat w ≈ −1), provenant d’un nouveau
champ nomme´ l’inflaton. Cela conduit a` une phase de type de Sitter, pour
laquelle l’expansion de l’Univers est exponentielle : le parame`tre de Hubble
est environ constant, et le facteur d’e´chelle va comme eHinfation(t−ti). Il faut
bien entendu mettre un terme a` cette inflation, et, a` cet instant, repeupler
l’Univers des particules connues. Le mode`le privile´gie´ est typiquement, une
de´sinte`gration spontane´e de l’inflaton en radiation et en matie`re, que l’on
appelle la phase de reheating 3.
Commenc¸ons par le proble`me de l’horizon. Soit aˆ2 le facteur d’e´chelle au
de´but de la phase inflationnaire, et aˆ1 sa valeur a` la fin de l’inflation. Sup-
posons l’Univers empli d’un seul fluide de densite´ ρ(aˆ) ∼ cste pendant cette
pe´riode. La contribution entre aˆ2 et aˆ1 a` l’expression de la taille comobile de
l’horizon des particules est donne´e par
χhor =
∫ t1
t2
dt
a(t)
≈ 1
a0
∫ aˆ1
aˆ2
daˆ
aˆ2 [8piGρ(aˆ)/3]1/2
(13.3)
en ne´gligeant la contribution de la courbure. On peut donc repousser l’ho-
rizon a` l’infini en faisant tendre aˆ2 vers 0 (auquel cas l’Univers observable
se confond avec l’Univers en entier). Nous pouvons alors estimer l’ampleur
ne´cessaire de l’inflation pour re´soudre le proble`me de l’horizon. Essentielle-
ment, nous voulons que l’horizon a` la fin de l’inflation inclue le volume de
Hubble actuel, de sorte que toutes les parties e´mmettrices du CMB observe´
actuellement aient e´te´ en contact causal par le passe´. Puisque ρ(aˆ) ∼ cste
pendant cette pe´riode, le parame`tre de Hubble est environ constant H1 ≈ H2,
et le facteur d’e´chelle e´volue comme aˆ(t) ∼ aˆ2eH1(t−t2). La taille de l’horizon
3. Quoiqu’un mode`le plus complet serait : inflation, de´sinte´gration de l’inflaton dans les
champs de la the´orie Grand Unifie´e, eux meˆmes se transformant en les champs ordinaires
(radiation et matie`re) a` la brisure de syme´trie grand unifie´e vers les syme´tries re´siduelles
de l’interaction forte et e´lectrofaible.
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a` la fin de l’inflation est donc donne´ par, environ
χend ∼ dt
a(t)
∼ O
(
1
a2H1
)
(13.4)
On demande que a0χend > H
−1
0 , c’est-a`-dire
a0
a2H1
=
a0
a1
a1
a2
1
H1
>
1
H0
(13.5)
On utilise la loi de Friedmann pour e´valuer H1. A la` fin de l’inflation (a`
t = t1), on a empli a` nouveau l’Univers de radiation, de sorte que, d’apre`s
Eq. (11.48), on a
H21 ∼ H20
(
a0
a1
)4
Ωr,0 (13.6)
Avec Ωr,0 ≈ 10−4 (en fait 5×10−5), on en de´duit, tous calculs faits, que cette
condition s’e´crit
a1
a2
> 10−2
a0
a1
(13.7)
En conse´quence, plus l’inflation a lieu toˆt (i. e. plus le rapport a0/a1 est
grand), plus l’expansion pendant l’inflation (a1/a2) doit eˆtre grande pour
re´soudre le proble`me de l’horizon. On suppose en ge´ne´ral que l’inflation a lieu
pendant l’e`re de grand unification des interactions, ou aussi au moment de la
brisure de cette unification des forces et de son groupe de syme´trie e´tendu,
en les forces standard et leurs groupes de syme´tries re´siduelles associe´es, i. e.
vers 1015 GeV, ce qui correspond a` a1/a0 ∼ 10−28. Nous trouvons donc que
pour re´soudre le proble`me de l’horizon avec une e`re inflationnaire, il faut que
celle-ci e´tende l’espace d’un facteur a1/a2 ∼ 1026 ≈ e60. On parle aussi du
nombre d’efolds N , de´fini par eN = a1/a2. Il faut donc N ≥ 60 pour re´soudre
le proble`me de l’horizon avec l’inflation.
Il se trouve que l’on obtient le meˆme ordre de grandeur pour N si l’on de-
mande que l’inflation soigne e´galement le proble`me de la platitude. En effet,
on peut e´crire, pendant la phase inflationnaire domine´e par un seul fluide de
densite´ ρ, et tenant compte de la courbure :
ΩT (a) =
ΩT (a2)
ΩT (a2) + (1− ΩT (a2))(a/a2)−2 (13.8)
Pour a1  a2, on voit que
1− ΩT (a1) = 1− ΩT (a2)
ΩT (a2)
(
a2
a1
)2
∼ 1− ΩT (a2)
ΩT (a2)
10−52 (13.9)
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Cela signifie que l’on peut tre`s bien avoir des conditions initiales pre´ infla-
tionnaire de type ΩT ∼ 1 (et non ne´cessairement ajuste´ a` 50 de´cimales pre`s a`
1), et un ome´ga total proche de 1 encore aujourd’hui : la formule pre´ce´dente
indique que le ome´ga total est tre`s proche de 1 a` la fin de l’inflation, mais
cela dynamiquement, et non a` l’aide de conditions initiales trop spe´cifiques.
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